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Resumen

Para analizar fendmenos de dindmica de rotacién se postula la ecuacidn matricial de la rotacion, y a partir de ella se
obtiene la ecuacion del impulso angular-variacion del momento angular (equivalente en rotacion a la ecuacion de la
Segunda Ley de Newton en traslacion). La integracion de esta ecuacion permite obtener su correspondiente ecuacion de
la energia cinética de rotacion (equivalente en rotacién a la ecuacion del centro-de-masas en traslacion). Cuando se
incluyan fuerzas disipativas o se trate de procesos de produccion de energia mecanica en rotacion, este formalismo
rotacional se debe completar con la ecuacidon matricial de la energia, que va a incluir como energia interna del sistema
la energia cinética de rotacion y que permite describir los efectos térmicos que se produzcan.
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Abstract

To analyze phenomena of the rotational dynamics of the rotation matrix equation is postulated and, from it, the equation
of angular momentum-change of angular momentum (rotation equivalent to the equation of Newton's Second Law in
translation) is obtained. The integration of this equation allows to obtain the corresponding equation of the kinetic energy
of rotation (rotation equivalent to the equation of the center-of-mass motion). When dissipative forces are included or
when the production processes of mechanical energy into rotation, this rotational formalism must be completed with the
matrix equation of energy, which will include internal energy of the system as the kinetic energy of rotation and for

describing thermal effects occurring.
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I. INTRODUCCION

Para intentar superar la actual separacidn entre la ensefianza
de la mecanica y de la termodindmica, asi como para
conseguir una mayor comprension del principio de
relatividad en la fisica clasica, se ha desarrollado un nuevo
formalismo matricial en traslaciéon [1, 2]. En este formalismo
matricial se postula la denominada ecuacion matricial del
centro-de-masas  dK.m, = (X; Fj‘?"t) dL., Qque permite
obtener a la vez las correspondientes ecuacién (vectorial)
impulso-variacion del momento lineal y la ecuacion
(escalar) del centro-de-masas. Posteriormente se amplia el
formalismo matricial para postular la ecuacion matricial de
laenergia dKem, + 2, d Uy, = X; SWJ.“‘“ + dQ, que, integra
en una Unica ecuacion matricial la segunda ley de Newton y
el Primer Principio de la Termodinamica. Utilizando
matrices de transformacién entre referenciales el formalismo
asegura el cumplimiento del Principio de Relatividad.
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En el caso de los procesos de rotacién, la separacion
didactica entre mecanica y termodinamica es si cabe, mas
acusada [3].

Cuando se escribe la Ecuacion de Poinsot-Euler [4]
(también conocida como Segunda Ley de Newton aplicada a
la rotacién), para sistemas con momento de inercia |
constante, IAw = [ Ty dt, donde T,y es el torque de las
fuerzas externas, nunca se considera el papel de las posibles
fuerzas sin desplazamiento, que no realizan trabajo,
aplicadas sobre el sistema (por ejemplo, fuerzas de
rozamiento aplicadas sobre el borde de un disco que gira).

La ecuacidn que se obtiene a partir de ésta:

1.,
F10w? = / Texed, O
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FIGURA 1. Molinete térmico. La pequefia turbina adquiere energia
cinética de rotacién sin que el centro-de-masas se desplace. La
energia libre producida en la reaccién de combustion de la cera de
la vela esta en el origen de dicha energia cinética de rotacion.

1 . e, , . g
donde EIAw2 = AKp es la variacion de la energia cinética de

rotacion y d@ el angulo girado durante el intervalo de tiempo
dt, no es la aplicacion del teorema trabajo energia cinética a
la rotacion. La Ecuacion 1 es Unicamente el equivalente en
rotacion de la ecuacion del centro de masas en traslacion vy,
por tanto, no es, en general, una ecuacion de la energia.

En la ecuacidn generalizada del primer principio AK,.,, +
AU = W, + Q, la variacion de la energia cinética de
rotacion AKpy entra en ella formando parte de la variacion de
la energia interna del sistema AU, pues, precisamente, se
trata de energia cinética relativa al centro de masas del
sistema, una magnitud que es independiente del sistema de
referencia.

Asi, cuando exista una dindmica de rotacién, pura o
superpuesta a un proceso de traslacion del centro de masas
del sistema, se postula la ecuacién matricial de la energia:

Aem + AU, = /Z(F;’“ dﬁj) +0,
n J

la cual generaliza el Primer Principio (matricial) de la
Termodinamica (posteriormente se va a considerar
explicitamente que la matriz de la energia cinética de
rotacion forma parte de la energia interna del sistema). Esta
ecuacion de la energia permite considerar, por ejemplo,
procesos en los que una maquina térmica produce energia
mecanica en forma de energia cinética de rotacién, con o sin
desplazamiento de su centro de masas y procesos en los que
la propia maquina térmica hace girar ruedas, volantes etc., a
la vez que se desplaza a si misma, como, por ejemplo, en el
caso de un tren movido por una maquina de vapor. En un
molinete térmico (Figura 1), que incluye la pequefia turbina
o molinete y la vela de cera encendida, parte de la energia
libre liberada en la combustion de la vela se convierte en
energia cinética de rotacion del molinete, produciéndose una
transformacion entre energias internas del sistema.

@)
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Para intentar superar la separacion entre mecanica, ahora
de rotacion, y termodindmica, en este articulo se introduce
un formalismo matricial para la rotacion, que completa el
formalismo matricial para la traslacion previamente
desarrollado. Como en el caso del formalismo matricial para
la traslacion, el formalismo matricial para la rotacién es
también deudor del formalismo de la Teoria Especial de la
Relatividad para la rotacion [5].

Aunque el formalismo matricial va a conducir a los
mismos resultados que los métodos mecanico y
termodindmico habitual en los libros de texto, dicho
formalismo es mas sistematico, proporciona una vision mas
amplia de la unidad de la fisica, y permite superar errores
conceptuales, presentando claramente como diferentes lo
gue son hipétesis fisicas distintas, mostrando cdmo dichas
hipotesis se articulan en ecuaciones matriciales, e indicando
como se obtienen las diferentes ecuaciones vectoriales y
escalares correspondientes.

Este articulo estd organizado de la siguiente manera. En
primer lugar se lleva a cabo el desarrollo del formalismo
matricial aplicado a la rotacion. Posteriormente se aplica a
dos ejemplos, el de un disco que gira sometido a fuerzas de
rozamiento, dando lugar a disipacién de energia cinética de
rotacion por calor y el de una rueda de fuegos artificiales, un
ejemplo en rotacion de produccion de energia mecanica
mediante procesos quimicos.

Il. FORMALISMO MATRICIAL PARA LA
ROTACION

Para describir un determinado proceso, se elige un cierto
sistema de referencia inercial.

Normalmente, y dado el problema fisico, hay un criterio
de sencillez para elegir este referencial.

Como ya se ha hecho en el caso de la traslacién, siempre
que en el proceso intervenga un cuerpo de masa cuasi-
infinita, el suelo, una pared, etc., se elige primero como
referencial S, aquel referencial en el que dicho sistema de
masa cuasi-infinita permanece en reposo.

Definido el sistema, se elige un punto O sobre el que
tomar los momentos que intervienen en la descripcion de la
rotacion.

El punto O elegido debe cumplir ciertas condiciones, no
demasiado restrictivas (Figura 2) [6].

En general, el punto O sera un punto que permanezca fijo
a lo largo del proceso, pudiendo ser también el centro de
masas del sistema, aunque dicho sistema se desplace [7].

A. Matrices fuerza, brazo y torque
En el formalismo matricial desarrollado, una fuerza F=

(F, Fy, F;) viene caracterizada por una matriz simétrica F
dada por:
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0 0 0 F, 0 -R, R, O
p_|0 0 0 F| o | R 0 -R, O
0 0 o0 F, | -R, R, 0 0]
F, F, F, 0 0 0 0 0
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R
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FIGURA 2. Signos del producto vectorial. El producto vectorial

RxF apunta en la direccion positiva del eje z. Se toma el punto O
como origen de los momentos. Los ejes coordenados y los signos
de los componentes en las matrices fuerza y brazo se eligen de
manera que la definicion del torque mediante matrices asociadas a
vectores coincida con la forma habitual de definir el producto
vectorial de los mismos dos vectores.

Si la matriz desplazamiento espacio-temporal asociada a una
fuerza viene dada por una matriz columna y la matriz
impulso-trabajo para esa fuerza viene dada por el producto
matricial de la matriz 4 X 4 de la fuerza por la matriz
columna del desplazamiento (equivalente matricial del
producto escalar de dos vectores), en rotacion, el brazo de
una fuerza vendra caracterizado por una matriz de orden 4 x
4 antisimétrica, siendo el producto doble de ambas matrices
el equivalente matricial del producto vectorial de dos
vectores.

Si el vector que va desde el punto O hasta el punto en el
que se aplica la fuerza F viene dado por R = (R,, Ry, R,),
entonces serd R la matriz antisimétrica, dada en la Ecuacién
3, laque lo va a caracterizar. Estas definiciones son deudoras
de las definiciones de los tensores campo eléctrico y campo
magnético respectivamente, en relatividad [8].

Las expresiones anteriores, con los signos adoptados,
para Fy R, implican el producto vectorial de los vectores
unitarios i, X i, = u, (Figura 2). La matriz 4 x4

simétrica M del momento de la fuerza F, con brazo R,
asociado a esa fuerza y su brazo respecto del punto elegido
se define como [9]:

M = RF - FR. @)
Esta definicidn, basada en el tratamiento de la rotacion en la
teoria especial de la relatividad, obedece a la simetria
espacial que hace que el producto vectorial se pueda elegir
de dos maneras equivalentes (en ausencia de un absoluto
arriba o abajo).
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En la Figura 3 se muestra un esquema de una barra que
gira alrededor de un eje que pasa por el punto O y es
perpendicular al plano, sometida a varias fuerzas. Se tiene,
para la fuerza F; = (F, cos(6 + @,), F, sen(6 + @,),0),
con brazo ﬁl = (R, sen 8,R; sen 6,0), con M; dado por
M; = R;F; — F;R;. Una matriz M, semejante se obtiene
para la fuerza F, = (F, cos(6 + ®,),F, sen(6 + ®,),0),
con brazo ﬁz = (R, sen 6,R,sen 6,0).

)

FIGURA 3. Barra con masas que gira sometida a varios torques.
Una barra, sin masa, tiene fijadas una masa m, a una distanciar; y
una masa m, a una distancia r, del punto O, respectivamente.
Sobre la barra se aplican la fuerza F;, que forma un angulo ¢, con
la barra y que se aplica a una distancia R, del origen y la fuerza F,,
con angulo ¢, y a una distancia R, de O, respectivamente. En un
instante dado la barra forma un angulo 6 con la horizontal y gira
con velocidad angular w respecto de un eje perpendicular que pasa
por O.

La matriz asociada al torque total aplicado sobre la barra de
la Figura 3 sera:

00 0 0
00 0 0

M= M, =M; +M, = ,
Zk:’“ ! 2 0 0 0 Teog
0 0 Tt O

con el torque de las fuerzas externas resultante:

T = F1R1sen®, + FoRosen®o, (5)
apuntando en la direccion del eje z, sentido positivo (hacia
fuera del papel).

Si sobre la barra se ejercieran fuerzas de rozamiento, f y
—f, por ejemplo aplicadas sobre el eje sobre el que gira la
barra, cada una con brazo igual a d, donde d seria el radio
del eje sobre el que gira la barra, se tendria una matriz M
adicional, y una contribucién adicional al torque total de
Iy = —2fd, (la resultante de las fuerzas de friccion es cero,
aunque su torque resultante no sea nulo) con un torque
externo total sobre la barra:

I‘ext :FlRlsen{)l —|—F2R2sen‘192 —2fd (6)
http://www.lajpe.org
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B. Matrices momento lineal, brazo y momento angular.

El formalismo matricial se debe ampliar para incorporar el
momento angular del cuerpo y sus variaciones (Figura 4). En
el formalismo matricial para la rotacién, a un cuerpo de
momento lineal (instantaneo) p = mv, con ¥ = (v, vy, v,),

0 0 0 muv,
0 0 0 muy |
P o 0 0 mw |
mv, Mmv, Mmu, 0

se le caracteriza por una matriz simétrica p dada por (véase
la Figura 4):

0 -7, Ty 0

r— T, 0 —r, 0
—ry Ty 0 0 (7)

0 0 0 0

Si el vector brazo del momento desde el punto O hasta la
particula viene dado por ¥ = (r,1y,7,) , entonces su
correspondiente matriz antisimétrica es r, y esta dada en la
Ecuacion 7.

La matriz 4 x 4 simétrica de momento angular L
asociada (instantaneamente) a ese cuerpo viene dada por

L=rp—opr. (8)
Yio rCp
I3
f-
A X
z~ O

FIGURA 4. Momento angular. El producto vectorial 7 x p apunta
en la direccion positiva del eje z. Ejes y signos en las matrices
fuerza y brazo se eligen de manera que la definicion del torque
mediante matrices, coincida con la forma habitual de definir el
momento angular.

En la Figura 3, para la barra que gira con velocidad angular
w, para la masa m, se tiene que contribuye al momento
angular como la matriz L, = r;p; — p;11, con:

0 0 risenf 0

L, — 0 0 —ricosf 0
—risenf ricosf 0 0

0 0 0 0
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0 0 0 M,
0 0 0 M, |
0 0 0 0
M, M, 0 0
0 0 0 M,
_ 0 0 0 M,
0 0 0 0O
M, M, 0 O
0 0 risenf 0
0 0 —ricosf 0
—rysend 71 cosf 0 0]’
0 0 0 0
donde M,, = —m,wr; sen8 y M, = mywr; cos B. Se tiene

que la matriz del momento angular asociado a la masa m,
es:

00 0 0

00 0 0
L= 0 0 0 mywr?

00 mlwr% 0

Del mismo modo, para la masa m, se tiene que:

0 0 0 0

0 0 0 0
L:=10 o 0 mawr3

0 0 mowri 0

Con L, =r,p, —porp. el momento angular total

(instantaneo) del sistema L vendra dado por la matriz:

000 0
000 0
LZEJ:LFLIH”Z 000 LJ
00 L 0

donde L = mywr 2 + mywr,2. EI momento angular del
sistema apunta en la direccion del eje z, sentido positivo.
En general, se tendra:

00 0 0O
B B oo o0 o0 9)
szj:LjleJrsz 00 0 Ll
00 L 0

donde L = m,wry? — mywn,?. El momento angular del
sistema apunta en la direccion del eje z, sentido positivo.
En general, se tendra:

0 0 0 Idw,
0 0 0 Idw
L= Y
d 0 0 0 Idw, |’
ldw, Idw, Idw, 0
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para un proceso finito con momento de inercia I constante.

I11. ECUACION MATRICIAL DE LAROTACION

Una vez que se conocen: la matriz 4 x 4 del momento
resultante de las fuerzas aplicadas sobre un sistema M, el
intervalo de tiempo dt durante el que se aplica dicho
momento, y se conoce la matriz 4 x 4 del momento angular
del sistema L, se postula la ecuacion matricial de la rotacion
para la evolucién del sistema como:

dL = Mdt. (10)
De nuevo (al igual que se ha hecho con la ecuacion matricial
del centro de masas y con la ecuacién matricial de la
energia) se ha utilizado la formulacién clésica de la ecuacién
(vectorial) de la rotacion dL. = M dt, para proponer su
correspondiente ecuacién matricial. Explicitamente, se tiene
para la ecuacion matricial de la rotacidn la expresion:

ayc - =] - )a,

donde i es la suma sobre particulas componentes del sistema
y j es la suma sobre los momentos de las fuerzas aplicadas.

Para el proceso descrito en la Figura 3, a partir de la
ecuacion matricial (Ecuacién 10) se obtiene la ecuacién
(vectorial) de la rotacion (por duplicado):

d [(;mﬂ"?)w} = (;FkRksenék)dt.

Con las definiciones de momento de inercia I = };; m]-r]-2 y

torque resultante (Ecuacion 5) Ty = Doi Fi Ry sen @y, se
tiene:

d(IUJ) = Fext dt.

Para un proceso de rotacion con un sistema de momento de
inercia | constante y torque aplicado I =1 + 1, (K
fuerzas que realizan trabajo y n fuerzas que no realizan
trabajo y constantes), se tiene la ecuacion (vectorial)
variacion del momento angular-impulso angular (Ecuacion
Poinsot-Euler):

I(wy—w;) =Tex to,

siendo [0, t,] el intervalo de aplicacion de los torques lo que
permite obtener la velocidad angular final wy, si se conocen
las condiciones iniciales, el torque resultante y el tiempo de
aplicacion del mismo.
A partir de este punto, la formulacién matricial enlaza
con la formulacion clasica anteriormente considerada.
Teniendo en cuenta que wy = w; +aty, Y que 6, =

1 - -z .
wity + 3 aty?, se obtiene la ecuacion (escalar) de la energia
cinética de rotacion:
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1
5-[(‘*)? - (4)12) = Fexte(]a

con Iy = X;(75 X ﬁ]-), que permite calcular el angulo 6, =
6y — 6; girado a lo largo de un proceso. Puesto que el torque
incluye fuerzas que tienen asociado desplazamiento, y
realizan trabajo, y fuerzas que no realizan trabajo (Ecuacion
6), la ecuacion anterior de la energia cinética de rotacion no
es una ecuacion de la energia ni tampoco el teorema de
trabajo-energia aplicado a la rotacion.

V. PRINCIPIO
ROTACION

DE RELATIVIDAD Y

Aunque las ecuaciones que se obtienen mediante el método
matricial para los procesos de rotacion son las mismas que
se obtienen con el formalismo clasico, y a pesar de las
evidentes similitudes entre ecuaciones, vectoriales y
escalares, de la dindmica de traslacion y de la dinamica de
rotacion, el formalismo matricial utilizado para la rotacién
pone de manifiesto que, la descripcion matricial de ambos
tipos de procesos es diferente, debido precisamente, a que
ambos tipos de procesos son realmente distintos.

Por ejemplo, a diferencia de la traslacion, todos los
observadores inerciales obtienen las mismas ecuaciones para
la rotacion, un resultado que se puede obtener del
formalismo matricial.

La coherencia del formalismo exige que cada matriz 4 X
4 (por ejemplo: r, F, p, R, etc.), se transforme entre el
referencial S y en el referencial S’ (que puede ser un
referencial girado respecto de S, en configuracion estandar
con respecto a S, etc.) como las matrices G y G, que se
transforman como:

G =IGI!,

siendo una matriz genérica de transformacion entre los
referenciales Sy S' y I la matriz inversa de I1. Entonces,
conIT T~ = 1, la ecuacion de la rotacion en S’, de acuerdo
con el principio de relatividad, debe ser:

A3 - ') | = [ RF - FR )|t
i J

y también debe venir dada por:

d(Z {Hrinilnpinfl — Hpiﬂflﬂriﬂfl}) -

K3

= (32 [mRyI ;I - TF, I IR, [T dt,
J

con:

I ([ @i —pirs)| = [ (RyF; — F,R;)]at) it

i J
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Es decir, la ecuacion de la rotacion es la misma en cualquier
sistema de referencia inercial. A diferencia de lo que sucede
en traslacion, que es un movimiento relativo, la rotacién es
un proceso no relativo, y todos los observadores inerciales
(esto es, el conjunto de observaciones recogidas sobre el
proceso en un determinado referencial inercial) estan de
acuerdo en el estado de rotacion de un sistema. En el
formalismo matricial para la rotacién no interviene la
velocidad limite vy, indicando de nuevo que, a diferencia de
lo que sucede con la traslacion, el de rotacion es un
movimiento absoluto.

V. MATRIZ ENERGIA CINETICA DE
ROTACION. ECUACION DE LA ENERGIA

Cuando un solido rigido varie su velocidad angular de
rotacidn sin cambiar ni de composicion ni de temperatura, se
tendra una variacion de energia interna AUy asociada a la
rotacion

1
AUR = AKR = il(wf, —UJ?),
0 variacion de la energia cinética de rotacion. La matriz
asociada a las variaciones de energia cinética interna de
rotacion sera AXr = AlUg, con:

AlUg = (0,0,0, %I(w?, — wf)) (11)
Para un observador situado en el centro-de-masas, las
variaciones de la energia cinética respecto del centro-de-
masas se producen con variacién nula del momento lineal
respecto del centro-de-masas.

A partir de la postulada ecuacion matricial de la energia,
(ver Ecuacion 2):

e + Y dU, +dty = (Fac;) +Q, (12)

J

donde ya se explicita como valida para un proceso en el que
haya torques aplicados (con la condicién de que dK.,, = 0),
se tiene:

1
5Idw2 + Mc(T)dT =T, df + 6Q,

5Q = [r — rk}de,

siendo I, = (R, x F,) el torque de las fuerzas que se
desplazan [alternativamente, se puede poner el trabajo como
I; 6;, considerando nulo el angulo girado asociado a las
fuerzas que tienen desplazamiento nulo], la ecuacién de la
energia, incluyendo la rotacion, y la ecuacion de los efectos
térmicos, respectivamente. Esta Ultima ecuacién permite
obtener los efectos térmicos que eventualmente se puedan
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llegar a producir cuando haya fuerzas aplicadas que no
realizan trabajo. Por ejemplo, para el proceso descrito en la
Figura 3, se tienen las ecuaciones:

(mlr% + mz’f'%)dw = (Rl Flsen'I>1 +R2 F2sen'1>2)dt,

(mlr% + mzrg)dw2 = (Ry Fisen®; + Ry Fysen®,)d0,

N =

1 1
§m1dv%+§m2dv§ = FydL; + F>dL>»,

5Q = 0.

Como todas las fuerzas aplicadas sobre la barra del ejemplo
realizan trabajo, ambas fuerzas F, y F, tienen un
desplazamiento asociado, la ecuacion escalar de la energia
cinética de rotacion y la ecuacién escalar de la energia
coinciden, y no hay efectos disipativos. Si sobre el eje de giro
de la barra de la Figura 3 se aplicase un torque de rozamiento
I; = —2fd, se tendrian las ecuaciones:

(mlr% + my“%) dw = (RlFlsen‘I>1 +

4 RyFysen®, — 2fd> at,

(mlr% + mzr%) dw? = (RlFlsen{>1 +

N

4 RyFysen®, — 2fd> a0.

1 1
§m1dv% +§m2dv% = FydL; + F>dL, +4Q,

5Q = — 2fdds,

donde se ha considerado explicitamente que las fuerzas de
rozamiento (estatico) no realizan trabajo [10].

)

FIGURA 5. Disco rotante con rozamiento. Un disco de masa M y
radio R se hace girar bajo la accidon de dos fuerzas, F; y F,,
aplicadas al extremo de cuerdas enrolladas en radios r; y 1,
respectivamente. Inicialmente el disco gira con velocidad angular
w;. Las cuerdas se desenrollan sin resbalar y sin rozamiento. Sobre
el borde del disco se aplican dos zapatas que rozan con el mismo.
Hay evidencias empiricas de que el borde del disco puede aumentar
su temperatura y de intercambio de calor con el foco térmico
exterior.

http://www.lajpe.org



VI. EJEMPLO 1. DISCO QUE GIRA CON
ROZAMIENTO

En la Figura 5 se describe un proceso en el que se hace girar
un disco mediante dos fuerzas aplicadas al extremo de
cuerdas previamente enrolladas en cilindros (sin masa) de
diferentes radios unidos al disco. Las cuerdas se desenrollan
sin resbalar y sin rozamiento, a la vez que dos zapatas
aplicadas en el borde del disco ejercen sendas fuerzas de
friccién sobre el mismo [11].

Si se conocen las fuerzas aplicadas y demas
caracteristicas del proceso, se trata de determinar el angulo
girado por el disco y su velocidad angular final (se conoce su
velocidad angular inicial, que puede ser cero) si se conoce el
tiempo durante el que se aplican las fuerzas. No se considera
ni el peso del disco ni la fuerza normal, pues ambas fuerzas
se anulan mutuamente y no realizan torque.

Sobre el disco, cuyo centro-de-masas se va a encontrar en
reposo a lo largo del proceso, se tiene que se aplican: la
fuerza Fy, con F, = (—F,0,0), y con su correspondiente
matriz

0 0 0 —F rydé
o o0 o] - _
Fi=l9o 00 o |'¥m=| o |
-F 00 0 vy, dt
0 0 —7r 0
o 0o o o
R = r 0 0 0]
00 0 0

y con un desplazamiento asociado dzm = (r, d6,0,0),
siendo el brazo de palanca de esta fuerza respecto del eje de

giro del disco ﬁm =(0,7,0) y r; su matriz brazo de

palanca correspondiente, y la fuerza 132, con 132 = (F,0,0),
y con:

000 F —rydf
o o0 o0 o] _ 0 )
Fo=19 0 0 o] dr2= 0 '
F 0O O vy, dt

0 0 —r, 0

o o o o

R = r 0 0 0]

00 0 0

con el desplazamiento asociado dZF_z =(-r,d6,0,0), y
siendo el brazo de palanca ﬁm = (0,—1,0), con matriz

brazo Ry ,. Debido a las zapatas de freno aplicadas al borde
del disco, se tienen dos fuerzas adicionales, de rozamiento,

fl yfz, la fuerzaf1 = (0, f, 0), aplicada por el freno B, con

0

f1 = 8 )
vy, dt

o O O o
o O O o

0
f
; dLsy =
0 ) fi1
0

- o oo
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0 0 00
|0 0o RO

Rin=lo R 0 o
0 0 00

con desplazamiento espacial dzf‘l = (0,0,0) pues esta
fuerzaf1 no se desplaza, y con un brazo de palanca ﬁm =

(—R,0,0), y la fuerza fz = (0,—f,0), aplicada por el freno
B,, con:

0 0 0 0 0
0 0 0 —f 0
f, = - dL =
2 0 0 0 o | "7 0o |’
0 —f 0 O vor, dt
00 0 O
I S :
Ree=1o0 r 0 ol
00 0 O

con desplazamiento espacial dZ)f,2 = (0,0,0), pues tampoco

la fuerza fz se desplaza; y con un brazo de palanca ﬁf,z-

La fuerza aplicada al extremo de una cuerda previamente
enrollada que se desenrolla sin deslizar, es una fuerza
equivalente a una fuerza conservativa (que se puede obtener,
por ejemplo, dejando descender un peso en un campo
gravitatorio). El trabajo realizado por las fuerzas
conservativas se utiliza en variar la energia interna del
sistema, que en este caso es energia mecanica macroscopica.

La ecuacion matricial del centro-de-masas para este
proceso es:

dlccm = FEXt dﬁcm )

donde la suma de las fuerzas externas aplicadas es F&Xt =
Fi+F,+f +f,=0.

Se obtiene por tanto que dK., = 0y que el centro-de-
masas del disco no se mueve a lo largo del proceso.

La ecuacién matricial de la rotacion para este proceso es:

dL = [M; + M, +Mp + Mp]dt,

FIGURA 6. Rueda de fuegos artificiales. (i) Una rueda de feria con
fuegos artificiales adosados a la misma, gira bajo la accion de
reacciones quimicas que lanzan gases con alta velocidad hacia
afuera. Cada uno de los fuegos artificiales ejerce un torque sobre la
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rueda. La rueda acelera desde w; hasta w (f) Cuando la p6lvora se
agota, la rueda gira con velocidad angular constante.

donde:

M; = Rp1 Fy —F1 Rpy Y Mg, = R Fo — F Ry, para las
fuerzas conservativas y donde My, =R f; —f; Re; ¥
Mflz = Rf,Z fz - fz Rfrz.

A partir de las magnitudes anteriores, se tiene la ecuacion
matricial:

0 0 0 Idw, 00 0O O

0 0 0 Idw, 10 0 0 0 g

0 0 0 Tdw, 0 0 0 T, ’
ldw, Idw, Idw, 0 0 oI, o

conl, = F(r, + 1) — 2fR. Se tiene la Ecuacion de Poinsot-
Euler (por duplicado) para este proceso:

[F(rq1 4+ 73) —2fR]dt = Idw,,

indicando que el sentido en el que apunta el vector momento
angular es hacia la parte positiva del eje z. Las fuerzas
aplicadas son constantes, asi como los torques, tal que
integrando para velocidad angular inicial w;, se tiene:

[F(ri+712) — 2fR]tg = I(wy — w;).
Se tiene también la ecuacion diferencial [F(r, +13) —

2fR]w dt = lw dw, e integrando ésta, la ecuacion (escalar)
de la energia cinética de rotacion:

[F(ry +12) — 2fR) (05 — 0;) = %I(wft - wg) . (13)

A su vez, la ecuacién matricial de la energia para este
proceso es:

dlccm + duR + duT =

=F;dL; +FydL, +f1d£f1 +f2d£f2 +dQ,

con:
0 0
0 0
dUgr = 0 ; dUr = 0 ’
%Idw2 MecydT

donde dU; = M ¢y, dT es la variacion de la energia interna
del disco relacionada con la variacion de temperatura del
mismo. A partir de la ecuacion matricial de la energia (con
dK., = 0) integrada (considerando que dT = 0), se tiene:

L [Mdvcm = 0} ; (14)
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%I(wi —w}) = F(ri+72)(0; - 0:) + Q. (15)

Se obtiene que el centro de masas del disco no se mueve y
comparando la Ecuacién 13 con la Ecuacion 15 se tiene
entonces la ecuacion de los efectos térmicos Q =
—2fR(6; — 6;). La ecuacion (escalar) del centro-de-masas
no es igual a la ecuacion (escalar) de la energia: el disco no
se comporta como una particula puntual. Tampoco la
ecuacion (escalar) de la energia cinética de rotacion es igual
a la ecuacién escalar de la energia, indicando que si hay
disipacion de energia mecanica y efectos térmicos a lo largo
del proceso. Hay aumento de la entropia del universo y el
proceso es irreversible.

VIl. RUEDA DE FERIA CON FUEGOS
ARTIFICIALES

Si dos cilindros con pélvora (cartuchos) se fijan cerca del
borde de un disco que puede girar alrededor de su eje
(aungue no necesariamente a la misma distancia del centro
del disco), de tal manera que cuando se encienda la pélvora
los gases salgan en direcciones opuestas en cada cilindro, se
tendra un proceso de produccion de energia mecanica, en
forma de energia cinética de rotacion, a partir de una reaccion
quimica. En la Figura 6 se muestra un esquema de una rueda
de feria de fuegos artificiales, capaz de girar gracias a la
energia quimica que se libera en la combustion de la pélvora
de sus cartuchos (hasta que ésta se agota).

Considerando despreciable la masa de los productos
guimicos que reaccionan, frente a la masa del disco, en la
resolucion del problema, conocidas las caracteristicas del
disco, se debe obtener la velocidad angular final de la rueda
en funcidn de la cantidad de carga de reactivos quimicos que
se ha utilizado.

Como sistema de referencia S, se considera aquel en el
que el centro del disco permanece en reposo, tomandose este
punto como origen de los momentos. Considérese la fuerza
F, que va a ser ejercida por uno de los cartuchos (el otro
cartucho hara en todo momento una fuerza igual y de sentido
contrario, por lo que la resultante suma vectorial de ambas
fuerzas siempre sera nula; no asi los momentos de estas
fuerzas, que se reforzaran) sobre la rueda. En el instante
inicial, con la fuerza ejercida por los explosivos 131 =
(—F,0,0), con brazo ﬁl = (0,7, 0):

0 0 0 —F 0 0 r, O

o o0 o) , _ 0 0 0
Fl_ooao’Rl_—rlooo
-F 00 0 0 0 0 O

La matriz del impulso angular sera:
dM = [R;F; — F,R,]dt.

Un instante At después, el disco ha girado un angulo 6 =
w At respecto de su posicidn inicial. Tanto la fuerza 131 como
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su brazo B, han girado el mismo angulo, por lo que, aunque
el disco gira, y con él los vectores de la fuerza y de su brazo,
su producto vectorial es el mismo (mientras la fuerza que
ejercen los gases producidos por el consumo de pdlvora
permanezca constante). ElI impulso angular que se ejerce
sobre el disco también sera constante.

La ecuacion del centro-de-masas aplicada a este proceso
indica que v, = 0. Tanto el centro-de-masas del disco
como el centro-de-masas de los gases expulsados deben
permanecer en reposo.

La ecuacién matricial de la rotacion aplicada al disco,
con las fuerzas que ejercen los cartuchos como fuerzas
externas dL. = M dt, o explicitamente:

00 0 0
o0 o o0 |_
00 0 Idw |~
0 0 Idw, 0
0 0 0 0
0 0 0 0
=10 o 0 Fri +15) |9
0 0 F(ri+rs) 0

que permite obtener (para fuerzas F, y F, iguales y
constantes) F(ry +1,)ty = I(wy —w;) , siendo ¢, el
intervalo de tiempo durante el que se aplican las fuerzas. A
partir de esta ecuacion se obtiene también la ecuacién de la
energia cinética de rotacidon del disco
F(ry +12) (0 — 0:) = %I(wafw?), (16)

siendo 6, = 6, — 6; el angulo girado por el disco durante el
proceso de consumo de pélvora. Los gases expulsados deben
estar girando también, pero en sentido contrario al disco, de
tal forma que el momento angular total de gases mas disco
sea nulo. Los gases también tendran energia cinética
asociada, aunque se puede despreciar.

Si se aplica la ecuacién matricial de la energia
Unicamente al disco,

AR + AUr = W1 +Wo,

con las dos fuerzas de los cartuchos como fuerzas externas,
se tendria la ecuacion matricial:

v, Mvem 0 0
0 0 0
0 + 0 = 0
1 1
EMvgm EI(w%—w?) F(ri+r3)0q

Junto con la ecuacién anterior, esta ecuacion de la energia
proporciona la misma informacidn que la ecuacion matricial
de la rotacion y que la ecuacion del centro de masas para el
proceso.

La ecuacion matricial de la energia aplicada al conjunto
del disco mas la pélvora de los cartuchos (ya con AK., =
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0), por lo que las fuerzas F, y F, son ahora fuerzas internas
del sistema que, por tanto, no intervienen ya realizando
trabajo externo, viene dada por:

AUR+AU§ =Wp+ 09,

donde AUR es la energia interna asociada a la energia
cinética de rotacion del disco y AU, es igual a la variacion
de la energia interna de los explosivos en los cartuchos.

Explicitamente, considerando que AV es la variacion de
volumen en la reaccién quimica de combustion y que
- P AV es el trabajo de expansion de estos gases contra la
presion atmosférica, y que AS; es la variacion de entropia de
la reaccion quimica, siendo T AS; el calor intercambiado con
el foco térmico, de nuevo la atmésfera, que garantice que la
entropia del universo no disminuye en el proceso, se tiene
que:

0 0 0
0 n 0 " 0 _
0 0 o |~
AU, 7I<w?c — w?) AUg,
0 0
0 0
= 0 1 o
~PAV; TAS,

Para el sistema disco+cartuchos, las fuerzas que hacen girar
el disco son fuerzas internas, por lo que sus trabajos no
aparecen en esta ecuacion. Se tiene entonces (admitiendo que
los gases no adquieren energia cinética):

1
ST(w} —w?) + AU = —PAV + TAS,

con:

1
§I<w?p - w?) = —nlAg,,

donde Ag; = Aug + P Avy — T As; es la variacion de la
funcién de Gibbs de las reacciones quimicas que se producen
en los cartuchos y n es el nimero de moles de pdlvora que se
ha empleado. Si se considera s6lo el disco no se entenderia
el papel que juega el explosivo en producir la rotacion del
mismo. Con esta eleccion del sistema se observa que el
origen de la energia cinética de rotacion del disco son fuerzas
internas del sistema que si realizan trabajo (aunque no
pueden mover el centro de masas del sistema). Se tienen
también las ecuaciones:

Wy — W :atg;
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1
0() = Eat%,
y

1/2

o <2n|Ag§|)
fWwWi= | —— 5

I

F(ri+7r2)00 = —nlAgg;

F2 (7’1 +T‘2)2 2
2I’Ag§‘ 02

que relaciona el nimero de moles (la cantidad n), y la
variacion de la funcion de Gibbs (la calidad |Age|) de la
polvora, con el estado final de rotacidn del disco y el tiempo
que tarda en alcanzarlo.

Este proceso, tal y como se ha idealizado, sin emitir mas
calor que el exigido por el segundo principio, seria reversible
(variacion de entropia del universo nula, ASy =0). El
movimiento de rotacion del disco se puede transformar por
ejemplo, en electricidad; y la electricidad por electrdlisis se
podria utilizar para aumentar la funcién del Gibbs de una
reaccion quimicaen -n Age.

Para el proceso representado en la Figura 1, se tendrian
las ecuaciones (la velocidad angular inicial del molinete se
toma como cero):

Tw =T e to,
1
5[0.)2 =Tlext 0,
1
51&)2 = —AG§,

donde w es la velocidad angular del molinete al cabo de un
cierto tiempo t,. En las dos primeras ecuaciones, se toma
Unicamente el molinete como sistema, siendo que las fuerzas
externas aplicadas no realizan trabajo. Se ha tomado el
molinete més la vela como el sistema utilizado para obtener
la Ultima ecuacion. Se ha tenido en cuenta que las fuerzas
que se aplican sobre los alabes del molinete, cuya resultante
es nula, ejercen un torque, realizan un trabajo que es interno,
por lo que no aparece en la expresion del primer principio, y
que AG; es la magnitud relacionada con el consumo de
combustible en la vela.

VIIl. CONCLUSIONES

Aquellos procesos de rotacién en los que intervengan fuerzas
que no realizan trabajo o que disipan energia mecanica,
exigen, ademas de las ecuaciones de la Segunda Ley de
Newton y la Ecuacién de Poinsot-Euler, la aplicacion del
primer principio de la termodindmica para una completa
resolucién de los mismos. Con objeto de integrar estas
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ecuaciones de la mecanica y de la termodinamica en la
descripcion de este tipo de procesos, se ha desarrollado un
formalismo matricial que resulta particularmente Util en
aquellos procesos en los se tienen procesos de disipacion o
produccion de energia mecanica.

Para el proceso representado en la Figura 1, tomando
Unicamente el molinete como sistema, se tendran las
ecuaciones:

Tw= Fext th
1

“Jw? =Ty 0,
2

donde I3, es el torque realizado sobre el molinete por las
fuerzas externas debidas al aire caliente que asciende y
golpea los &labes, y donde w es la velocidad angular del
molinete al cabo de un cierto tiempo t,. Tomando el
molinete mas la vela como el sistema, para la ecuacion
matricial de la energia:

v, Mven 0 0
0 0 0
0 + 0 + 0 =
%Mvgm —Iw? AU,
0 0
0 0
= 0 1 oo |
—PAV; TAS;
se tienen las relaciones:
Vem = 07
1

El centro de masas del molinete no se mueve. Las fuerzas
que se aplican sobre los alabes del molinete, cuya resultante
vectorial es nula, ejercen un torque, realizan un trabajo que
es interno, por lo que no aparece en la expresion del primer
principio, y que AGg es la magnitud relacionada con el
consumo de combustible en la vela.

Con este formalismo matricial, la ecuacion (escalar) de
la energia cinética de rotacion, se obtiene a partir de la
ecuacién matricial de la rotacion, y puesto que en ella
interviene un torque resultante debido a todo tipo de fuerzas,
no se puede confundir con una ecuacion de la energia.

Finalmente, la informacién proporcionada por esta
ecuacion se integra en una ecuacion de la energia, en la que
s6lo intervienen directamente aquellas fuerzas que realizan
trabajo. La comparacion entre las ecuaciones de la energia
cinética de rotacion y la ecuacién de la energia permite,
eventualmente, obtener la ecuacion de los efectos térmicos y
caracterizar la reversibilidad o irreversibilidad del proceso
estudiado.
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