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Resumen

Este articulo reporta el disefio e implementacion de una secuencia didactica para estudiantes de secundaria, para el
estudio del concepto de funcién a través de la modelacion del movimiento de un balén, usando un dispositivo mévil
(Ipad). El objetivo es que los estudiantes relacionen la experiencia fisica del movimiento con las variables asociadas al
fendmeno, y puedan darle significado a la gréafica que indica posicion. Se realizé una analisis preliminar que incluyd un
estudio epistemoldgico, didactico y cognitivo. Con base en estos resultados, se disefiaron cuatro actividades que
contemplan; preparar la escena de grabacion, grabar el movimiento de un baldn, realizar un analisis del movimiento a
través de las herramientas del Ipad, obtener la grafica, analizar las representaciones funcionales (a través del software
Logger Pro), articular la informacion de las representaciones, y finalmente, modelar nuevos movimientos. Estas
actividades contribuyen a desarrollar un concepto de funcién en donde se destaca la variacion, y se promueve la
transferencia de informacion de un contexto de representacion a otro.
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Abstract

This paper reports the design and implementation of a teaching sequence for high school students, to study the concept
of function by modeling the movement of a ball using a mobile device (iPad). The goal is connect the physical
experience of motion variables of the phenomenon, and to give meaning to the graph indicating position. A preliminary
analysis that included an epistemological, didactic and cognitive study, was conducted. Based on these results, four
activities were designed, which contemplate: prepare the recording scene, recording the movement of a ball, to analyze
the movement through Ipad’s tools, obtain the graph, analyze the functional representations (through the Logger Pro
software), coordinate information of the representations, and finally, to model new moves. These activities help to
develop a concept of function, where the variation is highlighted, and is promoted the transfer of information from a
context of representation to another.
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I. INTRODUCCION

Una parte fundamental del estudio de las matematicas es el
dominio de técnicas y procedimientos, las cuales son Utiles
en el manejo simbdlico y en la resolucién de operaciones.
No obstante, la matemética no se reduce a célculos
numeéricos; existe mucha informacién matematica que esta
expresada en imagenes y gréaficas, donde es posible realizar
complejas operaciones. Por ejemplo, al visualizar
comportamientos, predecir formas, identificar
regularidades, tendencias, entre otros.

De acuerdo con Duval [1], la construccion de un
concepto matematico no se puede lograr si sélo se trabaja
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con un registro de representacion, se deben promover tareas
que favorezcan la conversion entre al menos dos de sus
representaciones, que permitan establecer una base
cognitiva para propiciar el aprendizaje. Cada registro de
representacion resalta caracteristicas y propiedades
determinadas del objeto matematico. Y su contenido
depende mas del registro de representacion que del objeto
representado; por lo que se hace necesaria una interaccion
entre las diferentes representaciones del objeto matematico
para establecer un dominio conceptual mas amplio.

Los estudiantes de nivel secundaria tienen el primer
contacto formal con el concepto de funcidn,
especificamente, a través de actividades de graficacién, a
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partir de tabulacion y la ubicacién de puntos en el plano.
Sin embargo, este acercamiento s6lo proporciona al
estudiante una técnica que le permite resolver ejercicios y
problemas tipicos de graficacion. El resultado es un
conocimiento insuficiente para usarlo en otras situaciones.
De acuerdo con Artigue [2] y Schoenfeld [3], los problemas
con el manejo del concepto de funcion persisten hasta el
nivel universitario, desencadenando otros problemas con la
matematica superior.

El trabajo de Guzman [4], reporta también la fragilidad
en el manejo conceptual que tienen los alumnos,
particularmente en la falta de coordinacion en los registros
algebraico, grafico y lenguaje natural. Esta fragmentacion
presupone la falta de un discurso unificador que permita
cohesionar las diferentes nociones asociadas al concepto de
funcion, muchas de ellas estudiadas desde la primaria en
situaciones en las que aparecen sucesiones, relaciones
numericas, tablas de valores, coordenadas rectangulares,
graficas, etc.

Garcia y Serrano [5], refiriéndose al concepto de
funcion, concluyen que no existe coherencia entre la
definicion formal y la definicion informal que proponen los
profesores, ya que existe un abismo entre las nociones
previas asociadas a la funcidn y la definicion de la funcion
misma.

Por lo regular, este tratamiento formalista se
complementa con amplios manejos algoritmicos, lo que
reduce la posibilidad de experimentar con ideas intuitivas y
aproximaciones obtenidas de fenémenos reales.

Las tipicas presentaciones escolarizadas no permiten
mostrar la variacién, como una caracteristica relevante en
los fenémenos y situaciones que se estudian. No obstante,
algunos trabajos como el de Dolores, Alarcén y Alberran
[6], sostienen la posibilidad de desarrollar un pensamiento
variacional en los estudiantes a través de situaciones y
actividades no formales, en las que se les permita a los
estudiantes desarrollar y fortalecer las habilidades de
observacién, reconocimiento, percepcion e interpretacion
de la variacion y el cambio.

Bazaldla [7] refiriéndose al caso de la graficacién,
explica que usualmente en clase no se enfatiza la lectura e
interpretacion de graficas y en ocasiones no se percibe
necesario el desarrollo de habilidades relacionadas con la
informacion visual, incluso la graficacion puede ser
abordada en clase como una rutina o algoritmo, y no como
un recurso para analizar e identificar propiedades en las
gréficas.

Las experiencias de tipo visual que ocasionalmente se
promueven en clase estan limitadas a ilustrar, y no se
incursiona en escenarios donde las imagenes conduzcan a
analisis o permitan validar conjeturas.

En el nivel basico y medio superior, el tema de la
graficacion adquiere diferentes usos, puede ser considerada
en si mismo un objeto de estudio cuando se le da un
tratamiento analitico, puede ser un elemento de apoyo para
la ensefianza del concepto de funcion o de relacién; o puede
incluso usarse para modelar procesos naturales o sociales
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donde su papel fundamentalmente se asocia con la
interpretacion de las variables de los fenémenos.

En este caso, la graficacion es un instrumento que debe
estar disponible para poder participar del proceso de
interpretacion [8].

La relacion entre gréfica y funcién puede construirse en
el aula a partir de diferentes contextos, esta diversidad
favorece el desarrollo de escenarios didacticos especificos
que revindiquen el sentido actual y el papel que tiene la
graficacion en la escuela. Segin Kaput [9], se busca que los
alumnos exploren, modelicen, hagan predicciones, discutan
y argumenten sus resultados, con lo cual construird un
conocimiento significativo, ya que al ser edificado por el
mismo estudiante, adquiere mas sentido.

Proponer el estudio de diversos fenémenos en la clase
de matemdticas, ha motivado el desarrollo de nuevos
escenarios para el analisis y discusion de conceptos
matematicos; estos entornos favorecen la construccion de
modelos y argumentaciones a partir de datos empiricos,
conjeturas e incluso creencias. Arrieta [10] enfatiza la
importancia de usar las matematicas para interpretar y
transformar un fendmeno de la naturaleza, confrontando y
argumentando diferentes versiones.

Un aspecto que se destaca en este enfoque, es la
posibilidad de repetir experimentos, lo que permite
identificar las variables que intervienen y favorecen el
reconocimiento de las regularidades y caracteristicas de los
fendmenos.

En opiniébn de Borba y Villarreal [11], la
experimentacion cambia la naturaleza del conocimiento que
se construye en clase, ya que el tipo de actividad
matematica que se encuentra en estos escenarios (opuesto a
los enfoques formalistas), les permite significar los
conceptos a partir de los hechos que observan, de las
situaciones variacionales que experimentan; e incluso —
cuando se trata de sensores de movimiento—, conectar la
experiencia corporea a las representaciones matematicas.

Nemirovsky, Tierney y Wright [12], sustentan la idea de
que, la fusion de actividad fisica y las formas graficas son
un gran recurso didactico para involucrar a los estudiantes
en discusiones sobre la construccion e interpretacion de
graficas; particularmente, cuando se usan sensores de
movimiento es posible establecer una fuerte conexion entre
una construccion interna y algo que se obtiene a través de
los sentidos, en situacion escolar.

La experiencia sensorial es una variable a considerar en
el disefio de este tipo de actividades de aprendizaje, ya que
permite la construccion de argumentos, que usualmente se
apoyan en incursiones visuales o0 modelizaciones verbales
de los fendmenos que se estudian.

Sin embargo, Barwise y Etchemendy [13], comentan
que es usual encontrar opiniones que aducen la falta de
validez en las interpretaciones o formulaciones que realizan
los estudiantes en estos escenarios, pues no hay
definiciones y teoremas explicitos; y las argumentaciones a
partir de la visualizacion no se admiten como pruebas
rigurosas, y por ende, se cree que no son validas.
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Se ha considerado a las formas graficas y a los

gjercicios de visualizacion, como acercamientos intuitivos y
poco formales dentro de la matematica escolar, sobre todo
en el nivel superior.
Una explicacion a este fendmeno la ofrece Eisenberg y
Dreyfus [14], quiénes sefialan que en algunas situaciones,
los estudiantes rechazan los ejercicios de visualizacion y
prefieren un tratamiento algoritmico de los problemas, dado
que el pensamiento visual exige procesos del pensamiento
mas elaborado que un pensamiento algoritmico.

Aunque es muy importante destacar que, como en la
vida escolar del estudiante existen pocos encuentros con
trabajos graficos y argumentaciones a partir de lo visual, es
muy probable que los estudiantes prefieran actividades
analiticas en las que existe un cierto grado de certeza, dado
que se aplica un algoritmo y se obtiene un resultado.

Esto no sucede cuando hay de por medio un
experimento o actividad en la que hay que interpretar la
obtencién de datos, interpretar informacion y argumentar a
partir de evidencias.

En opinion de Borba y Villarreal [11], la matematica se
ha concebido como wuna ciencia alejada de la
experimentacion, pues se asume que la experimentacion no
tiene cabida en una ciencia exacta. Sin embargo —bajo su
enfoque— argumentan las ventajas que ofrece un
acercamiento experimental para el estudio de la
matematica; en particular, la posibilidad de probar y
generar conjeturas, probar caminos alternativos para
obtener un resultado o la posibilidad de repetir un
experimento.

1. PROPOSITO DE LA INVESTIGACION

El propésito de la investigacion es desarrollar una
secuencia didactica para el estudio de comportamientos
graficos a través de un ambiente de modelacion
matematica, para que el alumno: identifique las variables
independiente y dependiente, realice aproximaciones de
representaciones gréaficas, interpretaciones, compare los
comportamientos discreto y continuo.

Esto es, al modelar el movimiento de un balon a través
de la aplicacion Video Physics para Ipad y del software
Logger Pro, permitira a los estudiantes visualizar el
movimiento, construir las tablas de datos y graficas, y
finalmente el modelo matematico que representa el
movimiento en cuestion.

La actividad didactica tiene la intencion de situar a los
estudiantes en una discusion sobre las condiciones fisicas
del modelo, donde se analicen los conceptos de
desplazamiento y posicidn, con el propésito de reconocer el
sentido de las variables.

Este enfoque se sustenta en la perspectiva de Monk
[15], quien sefiala que los modelos fisicos proveen a los
estudiantes una vision de la situacion funcional, la cual
puede ampliar las perspectivas que tienen acerca de las
funciones.
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También se sustenta en Planchart [16], quien explica
que, al modelar situaciones reales se provoca que el
estudiante analice y describa elementos como la
significacion de objetos: simbélicos, verbales, gréficos,
algebraicos y numéricos.

En el proceso de modelacién se produce la distincion de
variables y la relacion entre las variables, las cuales a su
vez impulsan la construccion de otros registros de
representacion.

I1l. METODOLOGIA

Para el desarrollo de la secuencia didéctica se considerd el

modelo de ingenieria didactica de Artigue [17], que sirve

como metodologia de investigacion y en su aplicacion
como guia de las experimentaciones en clase.

La idea de ingenieria didactica se utiliza como recurso
en la didéctica comparandolo con el trabajo que realizan los
ingenieros, los cuales se apoyan no solo en el conocimiento
de su dominio, sino que también involucran: la toma de
decisiones y el control sobre las diversas componentes
propias del proceso.

En este modelo, el propdsito es que, el alumno
construya una nocién o concepto a partir de situaciones o
problemas, en donde surja la nocién o concepto. En este
contexto, la funcion del profesor es llevar a sus estudiantes
a una situacion disefiada de tal manera que, el conocimiento
que deben aprender aparezca durante el proceso de la
solucién.

La ingenieria didactica, como metodologia de
investigacion, considera esencialmente tres fases:

1. El andlisis preliminar, que considera tres componentes:
la epistemoldgica, que explica el desarrollo matematico
en cuestion. La cognitiva, referida a las concepciones de
los estudiantes y la didactica, que se refiere a la
situacion de ensefianza.

2. El disefio de la ingenieria, que se refiere a: la forma en
que se organizard y tratara el contenido, y las estrategias
que se deben usar durante las actividades disefiadas.

3. La puesta en escena o experimentacion de la secuencia
didactica, y el analisis de los resultados.

IV. FASE DEL ANALISIS PRELIMINAR
A. Estudio epistemoldgico

La funcién ha evolucionado a lo largo de la historia,
definiendo caracteristicas especificas en cada uno de los
periodos historicos. A continuacion se describe la evolucion
de la funcion en siete periodos.

El primer periodo se sitda en la matematica Prehelénica,
caracterizada por el estudio e identificacion de
regularidades en fenémenos cambiantes donde se presenta
la relacion entre cantidades de magnitudes variables. Los
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fenémenos sujetos de cambio como el calor, la luz, la
distancia y la velocidad, poseen distintos grados de
intensidad, y cambian continuamente entre ciertos limites
establecidos.

La identificacion de los elementos variables en el
analisis cuantitativo de todo proceso real de cambio,
conduce a la determinacion de las variables.

La construccién de tablas numéricas a partir del calculo
de valores cambiantes de diferentes magnitudes
dependientes, condujeron a una primera aproximacion a las
relaciones funcionales.

Pasar de una tabla de datos a la bdsqueda de regularidades,
implico la existencia de una cierta idea de funcionalidad.

En este contexto, las situaciones de estudio estan ligadas
a los fendmenos naturales donde intervienen magnitudes
fisicas variables, y los invariantes observados estan
asociados al establecimiento de regularidades entre las
relaciones de causa-efecto. Las representaciones estaban
dadas a través de medidas de cantidades y magnitudes, asi
como de tablas.

El segundo periodo se ubica en la matematica post-
helénica hasta la matematica medieval, con Oresme y
Galileo. Se caracteriza por el uso de la razén o proporcion
como recurso para el andlisis cuantitativo. Se trataba de
buscar la proporcionalidad como relacién entre magnitudes
variables.

Las situaciones de estudio estaban ligadas a las
magnitudes fisicas, y en especial en campos del
conocimiento, tales como la geometria o la astronomia.

Los invariantes identificados estan asociados con las

relaciones de conmensurabilidad entre magnitudes
homogéneas.
Las representaciones estaban asociadas a las

proporciones, que en un principio expresaban las relaciones
establecidas —como por ejemplo el Teorema de Thales—,
pasando posteriormente a expresiones como a:b::c:d.

El tercer periodo comienza con las aportaciones de las
Escuelas de Oxford y Paris y su representante mas
importante es Oresme. Se caracteriza por la aparicion del
modelo de grafica para representar la relacién entre
magnitudes variables. Oresme utiliz6 el grafismo para
representar los cambios, y asi describirlos y compararlos;
utilizé la continuidad de los segmentos a falta de un
continuo numérico para representar el movimiento (es
notable la ausencia de los decimales).

Este tipo de graficas se obtenian a partir de rasgos
cualitativos mas que cuantitativos, y se consideraban
modelos geométricos para expresar las relaciones, pues no
habia necesidad de representar muy fielmente dichas
relaciones.

Las situaciones de estudio estaban ligadas a las
magnitudes fisicas, movimiento, luz, calor, velocidad, en
las que se intentaba representar graficamente tanto la
variacion como las dependencias entre magnitudes.

Los invariantes identificados en esta etapa son la
proporcionalidad entre magnitudes y relacion de
dependencia cualitativa, la cual es representada con una
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figura que describe la cantidad de una determinada
cualidad, en relacién con otra de la cual depende.

En las representaciones se usaban términos especificos,
formas, latitud, longitud y se representaba la dependencia
por medio de graficos que adquirian su significado de
forma global (sintética).

El cuarto periodo corresponde a los trabajos de
Descartes y Fermat (s. XVI-XVII), el cual se caracteriza
por la definicion de la curva de forma analitica-geométrica,
al considerar que en una ecuacion x y y representan un
medio para introducir la dependencia entre dos cantidades
variables, relacionandolo asimismo con la nocién de curva.
Las situaciones de estudio se enfocan en la bisqueda de un
método para establecer las relaciones numéricas entre

propiedades de  objetos  geométricos, utilizando
esencialmente el método de las coordenadas.
o -
3 3
2 2
(%) o
> >
Tiempo Tiempo
o
S
Q
o
©
>
Tiempo Tiempo

FIGURA 1. Representaciones del movimiento (Oresme)

Las invariantes observadas son las relaciones que se
identifican cuando en una ecuacidon que contiene dos
cantidades desconocidas, hay un lugar correspondiente, y el
punto extremo de una de estas cantidades describe una linea
recta o una linea curva. La forma de representacion se basa
en el uso de ejes cartesianos, coordenadas y presentacion
algebraica.

0 C c’ c”

FIGURA 2. Modelo de representacion funcional de Descartes.
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El quinto periodo se ubica a partir los ultimos trabajos de
Euler sobre funciones arbitrarias (siglo XV1II). Continua en
el siglo XIX con los trabajos de Fourier sobre series
trigonométricas, y se consolida con los trabajos sobre los
nimeros reales de Cauchy, Dedekind, Riemman o
Dirichlet, entre otros.

En esta época, la funcion se consider6 como la idea
principal del nuevo andlisis, al definirla como una
correspondencia de tipo muy general, cada cantidad, el
valor de la cual depende de una o varias cantidades, se
denomina funcién de estas Ultimas, independientemente de
que, sepamos, O NoO, por qué operaciones es necesario
atravesar para pasar de estas Gltimas a la primera [18].
Las situaciones de estudio estan determinadas por
conexiones entre la fisica y la matematica, siendo muy
significativo el problema de la cuerda vibrante a partir del
cual, se tuvo necesidad de crear una nocién mas general de
funcion. Se tratan también los problemas existentes
respecto a la continuidad de funciones, llegando a
considerar como funciones incluso aquellas que
aparentemente no tienen una forma regular.

La invariante identificada es la definicion de
correspondencia arbitraria: si una variable y estd
relacionada con otra variable x, de tal manera que siempre
que se atribuya un valor numérico a x, hay una regla segun
la cual queda determinado un Unico valor de y; entonces se
dice que y es una funcidn de la variable independiente x. Se
establece su forma de representacion moderna con la
expresion f (x), o bien con y. Posteriormente cambia su
representacion a partir de la introduccion de la teoria de
conjuntos, y el estructuralismo bourbakista, como f: X—Y,
0 bien x — f (x).

Las representaciones son del tipo graficas, y se siguen
utilizando los ejes cartesianos; aparecen nuevas
representaciones con fines didacticos, como los diagramas
de Venn.

El sexto periodo y dltimo, corresponde a la
estructuracion sistematica y légica de la teoria de conjuntos.
Esta se tom6 como base y fundamento de toda la
matematica. Se caracterizd por la definicién de funcién
como terna f = (F, X, Y), resultado del intento de precision y
rigor matematico.

Asi se establecié que, una funcién es un conjunto de
pares ordenados que tienen la propiedad de que: si dos
pares (X, ¥) ¥ (X, z) del conjunto X y Y, tienen el mismo
primer elemento, deben tener siempre idéntico el segundo.
Bajo esta consideracion, el caracter dindmico de asignacion
entre variables queda oculto, mientras que se pone de
relieve una caracterizacion como coleccién de pares de
elementos.

Las situaciones de estudio incluyen todos aquellos
fendmenos susceptibles de modelizarse funcionalmente
dentro de cualquier campo cientifico.

Los invariantes observados son propiamente su
definicién formal:

f=(A, B, G) es una funcion <G cAxB
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x €A,y eBtalque (x,y) e G

Resunafuncién < x,y,z, (X, y) €R
x,y) eR=y=12

Este revision epistemoldgica ha mostrado que las raices
conceptuales de la funcion provienen de Oresme, quién
utiliza el grafismo para representar los cambios,
describirlos y compararlos. Utiliza la continuidad de los
segmentos a falta de un plano para representar el
movimiento.

Por otra parte, la contribucion decisiva para el
establecimiento del concepto moderno de funcion fue obra
de Descartes y Pierre de Fermat, quiénes representaron las
curvas geométricas en un sistemas de coordenadas,
describiéndolas a través de ecuaciones algebraicas.

Esta nueva geometria permitio considerar un amplio y
diversificado ndmero de nuevos problemas matematicos y
fisicos; y de la misma manera, ponia en evidencia que el
algebra y la aritmética constituian campos teoricos
independientes de la geometria.

Se puede observar que en la historia de la matematica,
primero se trabajé con representaciones gréaficas para el
andlisis de la naturaleza de los problemas, y posteriormente,
con la integracion del A&lgebra, se transito hacia
planteamientos generales en un intento por generar métodos
unificados.

Este resultado, alienta la posibilidad de establecer una
didactica para la matematizacion del movimiento a través
de un enfoque intuitivo, considerando que las
representaciones graficas contribuyeron al desarrollo del
concepto de la funcion.

B. Estudio cognitivo

El concepto de funcion articula varias representaciones
semiodticas, por lo que su aprendizaje requiere integrar de
forma coherente estos sistemas, para permitir el transito de
informacion y la transferencia de caracteristicas.

Hitt [19] sefiala que esto es muy complejo y reporta que, al
cuestionar a un grupo de profesores de nivel preparatoria,
las relaciones entre la representacion grafica y un contexto
real (dibujo de wun recipiente), presentaron serias
dificultades para imaginar la forma del recipiente a partir de
la gréfica.

Hitt sefiala que: la complicacion del problema no
provoca un refinamiento en el proceso de resolucién sino
que la forma continua del trazo de la grafica produce una
conexion con las ideas intuitivas induciendo una forma
errénea de un recipiente [19].

Sin embargo, este problema no es exclusivo de los
profesores, pues en una exploracién realizada para esta
investigacion, se les preguntd a un grupo de estudiantes de
tercer grado de secundaria lo siguiente:

Una fébrica de motocicletas tiene en existencia 110

unidades. Si cada mes produce 140 unidades que se

almacenan con la produccion anterior, ¢cual es la
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grafica que describe la cantidad de motocicletas que se

guardaran en la bodega durante los 3 meses siguientes?

A continuacion se les presentaron cuatro opciones; cada
opcion mostraba una grafica que modelaba la situacion
anterior. El resultado fue que 16 de 18 estudiantes no
eligieron la respuesta correcta.

Con esto se concluye que los estudiantes no le dan
sentido a las variables, ni reconocen los comportamientos
graficos asociados a una situacion especifica. Pero es
evidente que este problema es resultado de una ensefianza
procedimental que favorece el dominio de técnicas, y que
ofrece pocas oportunidades de reflexionar sobre conceptos
y sus significados.

Desde un enfoque constructivista, el aprendizaje es una
actividad que fomenta la autonomia de los estudiantes, ya
que tienen el control de lo que estudian y de como
aprenderan mientras los maestros conducen el proceso. Al
respecto Dewey [20] sefiala que, en una sociedad cambiante
y con una alta dindmica social, los estudiantes deben
aprender a trabajar de forma independiente y desarrollar su
pensamiento critico. Asi que una clase debe promover que
los estudiantes se involucren en su propio proceso de
aprendizaje, y debe promover la autonomia, lo que ayudara
a los estudiantes a desarrollar estas destrezas. Dewey [20]
declara que el aprendizaje puede y debe ser divertido, para
que el estudiante lo disfrute y lo estimule.

De acuerdo con Piaget [21], los estudiantes construyen
su conocimiento a través de sus acciones con el ambiente,
tanto fisicas (manipulando objetos) como mentales
(ampliando o redefiniendo esquemas internos existentes).

Los estudiantes aprenden encontrando y explorando
objetos e ideas; y es justo en este contexto, donde se
asimilan las nuevas ideas a sus esquemas existentes o
estructuras de pensamiento previas. Si la exploracién o el
trabajo con un objeto o idea no coincide con sus esquemas
actuales, el estudiante se enfrenta a un desequilibrio
cognitivo donde se motiva a realizar un acomodo de la
nueva experiencia.

Es a través del proceso de acomodacion que se

construye un nuevo esquema donde la informacion se
asimila y se restablece temporalmente el equilibrio. De esta
manera es como la construccion de conocimiento toma
lugar [22].
Concluimos que, es importante ofrecer espacios para que
los estudiantes construyan sus conocimientos basandose en
sus propias experiencias, ya que de acuerdo con Piaget [21],
los estudiantes aprenden encontrando y explorando objetos
e ideas, y es justo en este contexto donde se asimilan las
nuevas ideas a sus esquemas existentes o estructuras de
pensamiento previas.

Ademas, la discusidn y la reflexion en las actividades de
clase promueven el aprendizaje, pues los estudiantes se
involucran en una metareflexion al interactuar en debates e
intercambio de experiencias. Esta actividad conduce a
procesos donde los estudiantes recapturan, notan y revaldan
su experiencia, para trabajar con sus experiencias nuevas, y
convertirlas en aprendizaje [23].

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 9, No. 4, Dec. 2015

C. Estudio didéactico

En este apartado se presenta el andlisis de libros de texto de
secundaria, para analizar el tratamiento didactico del
concepto de funcion, considerando que estos materiales
representan un recurso didactico que contribuye al
aprendizaje de los estudiantes, ya que cumplen con el
proposito de: traducir, concretar y dosificar los contenidos
de los programas de estudio y plasmarlos en una
presentacion didactica de forma secuencial, incorporando

definiciones, aplicaciones y actividades de evaluacion [24].
Los libros determinan influencia en la planeacion

didactica, como lo sefialan Fan y Kaeley [25]: en profesores

que utilizan diferentes tipos de libros de texto, se
observaron diferentes estilos de estrategias de ensefianza.

Los autores llegaron a la conclusion de que, los libros

de texto desempefian un papel en la pedagogia de los
profesores mediante la transmision de mensajes sobre el
enfoque y su didactica.
Para esta investigacion se consultaron tres libros de texto de
matematicas de cada grado, que el estado distribuye
gratuitamente en las secundarias. La seleccion fue al azar,
considerando los libros que usan los estudiantes donde se
aplicé la actividad, y los disponibles en ese momento en la
biblioteca escolar.

En el primer grado de secundaria se presentan diversas
formas de representacion de una funcién, aunque no sean
definidas como funciones.

Las representaciones presentadas son:

e Formula.- se presenta en geometria, al calcular
perimetros, areas y volumenes de diversas figuras y
cuerpos geométricos.

e Grafica.- se presentan diversos tipos de gréficas; de
barras, de pastel o de sectores, histogramas, de poligono
de frecuencias. Se trabaja Unicamente en el primer
cuadrante de un plano cartesiano.

e Parejas ordenadas.- son presentadas en el tema de
arreglos rectangulares al trabajar con nimeros naturales.

e Correspondencia entre conjuntos.- se puede observar al
trabajar con diagramas de arbol, en este tema se hacen
corresponder los elementos de dos conjuntos.

e Caja negra.- en actividades donde el alumno utiliza la
calculadora casi desde el inicio del curso, cuando
trabaja con los nimeros naturales.

e Tabla de valores.- desde el inicio del curso, las tablas
son empleadas para concentrar  informacion,
posteriormente se formaliza su uso en el eje de
preélgebra, en donde a partir de asignar diversos valores
a una variable estas son sustituidas en expresiones
algebraicas, la informacion obtenida con el
procedimiento anterior se concentra en tablas de dos
columnas.

En ningdn momento del curso se habla sobre funciones,
Unicamente se trabaja con algunas de sus representaciones.

Las representaciones trabajadas durante este grado no
son nuevas, sino que se retoman de lo ya trabajado en la
primaria. Se concluye que, en el primer grado de secundaria
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se inicia el estudio de funciones representada por una tabla,

la cudl es obtenida a través de una expresion algebraica.

Los valores asignados a una variable son sustituidos en
la expresién propuesta, obteniendo de esta manera la tabla
de valores conformada por dos columnas. La primera
columna concentra los valores propuestos para la variable,
la segunda columna contiene los valores correspondientes a
cada uno de los propuestos, evaluados en la expresién
algebraica.

En el segundo grado de secundaria se utilizan diversas
representaciones de una funcion, dando un especial énfasis
a la representacion gréfica, ya que el tema central en este
grado es el plano cartesiano, las representaciones utilizadas
en este grado son:

e Parejas ordenadas.- es la base para iniciar la
localizacion de puntos en el plano cartesiano, es por ello
gue se maneja al inicio del tema.

e Gréfica.- se trabaja con graficas cartesianas generadas
por parejas ordenadas; asi como con regiones, producto
de desigualdades.

e Ecuacién y/o desigualdad.- se inicia el trabajo con
expresiones simbolicas, se propone el valor de
una incégnita y por medio se una sustitucion se obtiene
la pareja ordenada deseada, para concluir con el trazo de

una gréfica.

e Correspondencia entre conjuntos.- se observa al
momento de trabajar con las ecuaciones y/o
desigualdades, dado un wvalor se obtiene su

correspondiente en otro conjunto.

e Tabla de valores.- al igual que en primer grado, las
tablas son empleadas para concentrar informacion, se
les da un uso desde el inicio de tema de plano
cartesiano, en donde a partir de asignar diversos valores
a una variable estas son sustituidas en ecuaciones y/o
desigualdades y se obtiene su correspondiente.

En este grado, la idea de relacion antecede al concepto
de funcién. Se formaliza en el uso de un plano cartesiano.

Se trabaja con funciones representadas por una tabla, la
cudl es obtenida a través de una ecuacién y/o desigualdad.

Se desarrollan actividades que plantean una ecuacion y/o

desigualdad, y la actividad concluye con la construccion de

una grafica cartesiana.

Existen pocas actividades de transferencia entre
sistemas de representacion, por ejemplo en actividades del
tipo: “dada una grafica determinar el conjunto de parejas
ordenadas asociadas .

En el tercer grado de secundaria se aborda formalmente
el concepto de funcion, se continda con la graficacion de
una funcidn a partir de datos y/o formula proporcionada, y
se concluye con la graficacion de regiones en el plano. Se
estudian las funciones en sus diferentes representaciones:
tabla, grafica, correspondencia, parejas ordenadas, ecuacion
y/o desigualdad, caja negra (de manera implicita) y
férmula.

Sin embargo, no se hace énfasis en la transferencia entre
representaciones, el esquema de ensefianza es: férmula-
tabla-gréfica.

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 9, No. 4, Dec. 2015

4402-7

En esta revisidn de libros de texto se concluye que, la
forma de abordar el tema de funciones sigue el esquema
formula-sustitucion (procedimiento, mecanizacion)-tabla-
grafica. Este enfoque no permite al estudiante explorar las
relaciones funcionales, ni el sentido de las variables, ni la
variacion. Tampoco se favorece el transito entre
representaciones.

Con lo anterior expuesto, coincidimos con Hitt [26],
quien argumenta que el alumno de secundaria no adquiere
el conocimiento sobre funciones, ya que no es capaz de
pasar de un registro de representacion a otro.

V. FASE DE DISENO DE LA INGENIERIA
DIDACTICA

El propdsito de la actividad didéctica es permitir que los
estudiantes relacionen sus experiencias de movimiento a
través de un proceso de modelacion matematica, con el
propésito de interpretar el sentido de las variables, la
necesidad de un sistema de referencia, la transferencia de
informacidn entre los diferentes sistemas de representacion
mediante el uso de un software Video Physics para Ipad y
del software Logger Pro para Windows.

Los estudiantes deberan construir el modelo matematico a
partir de las variables fisicas; tiempo y posicién, con lo que
se pretende darle significado al concepto de funcién y
generar una discusion alrededor de la grafica para motivar
la transferencia de informacion y sobre todo, desarrollar las
habilidades de lectura sobre la gréfica.

La secuencia didactica esta dividida en cuatro
actividades:

En la primer actividad los estudiantes analizaran el
funcionamiento y herramientas del programa Video
Physics.

En la segunda actividad realizan la grabacion de
movimientos y realizardn su andlisis con el programa Video
Physics.

En la tercer actividad obtendran el modelo matematicos
asociado con el movimiento con velocidad constante
usando el software Logger Pro.

En la cuarta actividad realizardn el analisis de
combinacion de movimientos con velocidad constante con
Logger Pro.

A. Primera actividad

Los estudiantes conoceran el funcionamiento del software
Video Physics. Este programa es una aplicacién para Ipad
para el estudio del movimiento, permite grabar escenas de
movimiento para realizar el seguimiento del objeto en
movimiento al marcar la posicién del objeto cuadro a
cuadro, se ajusta la escala usando una distancia conocida y
el programa elabora la gréafica de trayectoria del objeto
posicion distancia — tiempo.
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En esta primer actividad los estudiantes formaran
equipos de con cuatro integrantes, y tendran a disposicién
un Ipad con la aplicacion instalada. Como introduccion, el
profesor expondra las caracteristicas y herramientas de la
aplicacion a través de una presentacién electrdnica.

Los aspectos mas relevantes a considerar son; la
biblioteca de videos, el procedimiento para grabar un video,
la ubicacion de punto para el seguimiento del objeto en
movimiento, las gréaficas obtenidas, la herramienta para
compartir (exportar) la informacion.

También se expondran las condiciones para grabar la
escena de movimiento; sefialar una magnitud (metro) dentro
de la escena, forma de impulsar el objeto, espacio para la
grabacién, caracteristicas de la toma, duracién, entre otros.

Como préctica, cada equipo grabard el movimiento de
una pelota, una vez obtenido del video se trabajara de forma
colectiva y el profesor explicara paso a paso las
instrucciones para generar la gréfica.

B. Segunda actividad

Los estudiantes saldran al patio para grabar el movimiento
de un balén. Se les pedira obtener cuatro grabaciones
distintas, a fin de disponer de una biblioteca de videos para
posibles elecciones (cada integrante del equipo grabard
cada video).

Se les pedira a los estudiantes crear las condiciones para

que, el movimiento del balén mantenga una velocidad
constante durante la escena grabada.
Un aspecto importante es la asignacion de la unidad de
referencia (metro), para establecer la conversion de pixeles
a unidades (en las herramientas de ajuste del software), a
fin de obtener la gréfica con el sistema de referencia real.

Los estudiantes deberan identificar la relacion funcional
entre las variables distancia y tiempo, analizar la manera en
que se relacionan, explicar la forma de la gréafica a partir de
la situacién fisica, y comparar distintos movimientos y las
diferentes graficas que se generan.

Una vez grabados los videos, se regresara al aula de
clase donde el profesor coordinard una presentacion grupal
en el que cada uno de los equipos mostrara uno de los
videos de movimiento. Posteriormente el profesor detallara
los pasos a seguir, para realizar el seguimiento del balén
utilizando la herramienta de punteo.

Para iniciar el estudio del movimiento, se elige el video
y se determina el instante a partir del cual se iniciara con la
modelacion del movimiento. A continuacion, se determina
el sistema de referencia y se establece el origen.
Posteriormente se ajusta la calibracion de la distancia con la
que la aplicaciéon realizara la conversién de pixeles a
unidades de medida (metros). Enseguida se establecen los
puntos sobre el balén en movimiento, y finalmente se
obtiene la gréfica.

En esta secuencia didactica sélo se analizan las
caracteristicas del fendmeno y la gréfica resultante.
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C. Tercera actividad

Los estudiantes exportaran la informacién generada en la

aplicacion Video Physics, al software Logger Pro, con el

objetivo de realizar un estudio simultaneo de las diversas

representaciones  funcionales:  tabular, grafica vy

representacion fisica. También responderan a las preguntas:
¢Cuéles son las variables involucradas en el
experimento?

¢, Cudl de las variables esta en funcion de la otra?

¢Cudl es la variable dependiente y cual Ila

independiente?

Una vez obtenida la tabla de valores, se les pedira a los
estudiantes que respondan las siguiente preguntas:

¢Qué informacién del experimento te proporciona la

tabla de valores?

¢Cudl es la relacién entre la tabla de valores y la

grafica?

El software Logger Pro tiene la capacidad de sincronizar
las diferentes representaciones. Al situar el cursor sobre un
punto en la grafica, es posible observar su correspondiente
posicion en el video o en la tabla. Esta interactividad tiene
un impacto visual positivo en los estudiantes, porque
pueden observar simulténeamente la forma de
representacion tabular de la funcion y su representacion
gréfica.

Los estudiantes realizaran un andlisis cuantitativo de la
informacién en la tabla y en la gréfica, vinculandolo con las
caracteristicas del experimento. Por ejemplo, al identificar
la posicion inicial del balén, el tiempo total del
experimento, la distancia final del objeto, la duracion del
experimento.

Esta informacion servira de referente para responder a
las preguntas sobre las caracteristicas de las graficas:

¢ Qué eje representa el tiempo?

¢ Qué eje representa la distancia?

¢Ddnde se observa la distancia final del objeto?

¢Donde se observa la distancia inicial?

¢Cual fue el tiempo total?

Logger Pro cuenta con una herramienta para aproximar
una funcién lineal a los datos obtenidos del experimento.

Esto le permite a los estudiantes establecer el modelo
algebraico, y contrastarlo con los datos obtenidos del
experimento, para encontrar coincidencias y diferencias.
Los estudiantes deberan responder las preguntas:

¢Cual es la funcion que se obtiene cuando el

movimiento del balon empieza después de haber pasado

1 segundo?

¢ Es posible estimar la distancia a la que se encuentra el

bal6n después del doble de tiempo?

D. Cuarta actividad
Los estudiantes saldran nuevamente al patio para grabar el

movimiento de un baldn, pero en esta ocasion se les pedira
grabar movimientos combinados con velocidad constante.
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Por ejemplo, mover el baldn contra una pared para que
rebote a su punto de partida. Posteriormente, regresaran al
aula para realizar el seguimiento del movimiento del balén
utilizando la herramienta de punteo, y finalmente obtendran
la grafica.

Para concluir, el profesor presentara algunas gréficas
generadas a partir del movimiento de un balon, y los
estudiantes explicaran la forma en que ocurrié el
movimiento.

VI. FASE DE EXPERIMENTACION DE LA
SECUENCIA

La secuencia didactica se implementd en una escuela
secundaria publica en la comunidad de Pueblo Nuevo
Talmimilolpan, municipio de Lerma, Estado de México.

Participaron dieciséis estudiantes, uno de 12 afios, seis
de 13 afios, ocho de 14 afios, y uno de 15 afios todos de
tercer grado de secundaria. Cada actividad se realiz6 en una
sesion de trabajo de 50 minutos; la secuencia completa se
desarrolld en cuatro dias.

A. Sesién 1

Se presentd a los estudiantes el instrumento de trabajo
(Ipad), y se expusieron las generalidades de la forma de

trabajo.
Varios estudiantes se mostraron motivados Yy
entusiasmados cuando el profesor explicO que: se

realizarian actividades al aire libre con balones de futbol,
usando instrumentos tecnoldgicos, grabando videos para el
estudio de un tema matematico.

La primer parte de la sesion se desarrollé en el aula,

donde se explico el funcionamiento del Ipad y de la
aplicacion Video Physics. Se expusieron las caracteristicas
y herramientas disponibles, se observaron varios videos de
la biblioteca (interna), donde se explicé el sentido que tiene
el estudio del movimiento, en particular, reconocer las
variables involucradas en un fenémeno de movimiento.
Se explicd cémo grabar un nuevo video y cémo realizar el
punteo para el seguimiento del objeto en movimiento, se
explico también como obtener la gréfica a partir del punteo
de seguimiento.

En la segunda parte de la actividad, los estudiantes
trabajaron en equipos de cuatro integrantes para preparar
una escena de movimiento de un balén y grabarla (dentro
del aula).

Finalmente regresaron presentaron sus videos usando el
cafdn. El profesor intervino para explicar el procedimiento
para obtener la gréfica.

Algunas de las conclusiones a las que llegaron los
estudiantes fueron las siguientes:

o Identificaron los valores de x como tiempo (abscisas) y
los valores de y distancia (ordenadas).
o Identificaron la estructura de wuna coordenada,

compuesta por un par de nimeros, uno para tiempo y

otro para distancia.
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e Ubicaron la coordenada como un lugar sobre el plano.
e Identificaron que la grafica de un movimiento
constante es una recta.

B. Sesion 2

Los estudiantes salieron al patio para grabar el movimiento
de un balon, y se les pidid registrar la distancia (medida de
referencia) para calibrar el seguimiento del balon. Se les
pidio identificar las variables distancia y tiempo durante la
actividad de grabacion.

Después, los estudiantes regresaron al aula para trabajar
con sus grabaciones. Primero calibraron las dimensiones
del video, realizaron el seguimiento a través del punteo y
obtuvieron la gréfica. Algunas conclusiones fueron las
siguientes. La grafica resultante pasa por el origen siempre
y cuando el baldn esté en la distancia cero, en el tiempo
cero.

Con esto, los estudiantes pudieron bosquejar la grafica
sin tener que sustituir valores, graficar y localizar puntos en
el plano (procedimiento convencional observado en los
libros de texto).

Los estudiantes identificaron la relacién funcional entre
las variables; cuando una cambia, la otra también lo hace a
un valor constante. Concluyeron que la distancia esta en
funcion del tiempo.

Un aspecto importante fue hacer estimaciones sobre la
posicion del balon a diferentes tiempos (mayores a los del
experimento), esto contribuyd a reafirmar la idea de
prediccion.

12:05

Rodar Balon 2

000000 0000000

Seguir

FIGURA 3. Video Physics con el punteo sobre un balén en
movimiento.
C. Sesion 3

El Ipad tiene limitaciones para analizar el movimiento, pues
aunque puede generar una grafica, no permite analizar los
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datos numéricos del experimento, ni se puede realizar
trabajo algebraico.

Para ampliar la experiencia de trabajo, se utilizaron
cuatro computadoras portatiles (una para cada equipo) con
el software Logger Pro. Este software permite integrar
varios sistemas de representacion, y tiene herramientas
avanzadas de analisis. Se les plante6 a los estudiantes
identificar las variables del experimento en la tabla de
valores, y posteriormente ubicarlas en la grafica.

La conclusion a la que llegaron es que: los valores de la
tabla estan reflejados en la gréfica (transferencia de
informacion entre sistemas de representacion). Concluyeron
también, que la tabla coincide con los valores de la gréafica
en sus extremos (inicio y final de experimento).

La herramienta de ubicacién en el software, permiti6
sincronizar la representacion grafica, tabular con el video
(que incluye el punteo de seguimiento) y esto mostré que
existe coordinacion entre los diferentes sistemas de
representacion. En este punto se les pregunté a los
estudiantes:

¢Cudles son las

experimento?

variables involucradas en el

A lo que concluyeron que hay dos variables
relacionadas: la distancia y el tiempo.

Las preguntas planeadas para esta sesién, ya las habian
contestado los estudiantes en la sesion 2. No resulté nada
dificil la identificacion de variables: el tiempo total del
experimento, la distancia recorrida, la variables dependiente
y la variable independiente. En cambio, se generaron otras
discusiones, por ejemplo, el cuestionamiento de un
estudiante sobre la posicion de la camara al grabar la
escena, ya que al colocarla de frente al movimiento se
modifican las condiciones en la toma de datos.

Al respecto los estudiantes concluyeron que aunque la
variable tiempo fluye (el término que usaron fue existe), no
se puede determinar la distancia; de ahi que es importante
definir el sistema de referencia. Para concluir la actividad,
los estudiantes utilizaron la herramienta ajustar curva para
aproximar una funcién de la forma 'y = mt + b a la gréafica
obtenida de los datos experimentales.

Con esta expresion, los estudiantes completaron una
tabla y construyeron la gréfica

&7 Logger Pro - Rodar-Balon-2* [o)le] =]
| File Edit Experiment Data Analyze Insert Options Page Help
02 & &|[raget - MBAAQLZ L TA MR | o
| No device connected.
VideoAnalysis [’ = 1
Time X Time: 0.5333
(s) (m) X: 0.9022 m
B 0 0 - 20
2 | 006667 006387
3| 01333 01497
4| 02000 02595
5 | 02667 04212 154
6 | 03333 05170
7| 04000 06267 £
8 | 04667 07784 kS ] L
"9 [ 0533309024 o /./
10 | 06000 1026 -
11| o667 1138 Pl
12| 07333 1255 054
13| 08000 1375 —
14| 08667 1475 e
15| 09333 1579
16| 1000 1675 00 T
17| 1068 1786 00 a5 . - FtType: —
18| 1135 1884 Jin . |
19| 1202 2014 | 503 @
20 | 1268 2092 I I Create Calaated Column
21| 1335 2200 153 a
22 1402 2.295 S 10 Coefficients:
23| 1468 2373 = .
24 054
= Hu
5(7; 0 i A e s m (Slope) 1675 B
28 Time (s) b (Y-Intercept) Do H4
= General Equation:
% At Proportional =
7 @ mt+b Linear
32 © AtA24Bt+C Quadratic
33| € A4Bt4CEA24Dt3 Cubic
—— ' A4Bt4Ct 24Dt 34Et44 Quartic
% © A4B4CE 24D 34+EL M 44FEAS Quintic =l
36 | :, Dimeoffet M{ —I Correlation:  0.998904
37 .
38 Status:
38 o T = [ES] Help Try Fit OK Cancel
FIGURA 4. Logger Pro con cuatro representaciones de funcion.
D. Sesién 4 lazarlo, mover el balon de izquierda a derecha de forma

En la dltima sesion, los estudiantes salieron al patio de la
escuela para grabar movimientos combinados, por ejemplo:
lazar el balon a la pared, dejar en reposo el balén y luego
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repetitiva, entre otros.

Posteriormente los estudiantes regresaron al aula para
analizar los videos grabados y la forma de las gréficas.

Para concluir, el profesor planteo la siguiente cuestion:
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Describe el movimiento del balén que generd la siguiente
gréfica.

VIl. CONCLUSIONES

Aunque el concepto de funcién ha sido una pieza
fundamental en el desarrollo de las matematicas, la ciencia y
la tecnologia, la ensefianza tradicional sélo la reduce a una
simple introduccion algoritmica.

FIGURA 5. Gréfica que describe el movimiento de un balon.

Una forma de modificar tal situacion es construir la nocion
de funcién desde una perspectiva mas amplia; incorporando
aspectos de la visualizacion y variacién. Considerando que el
concepto de funcién tuvo su origen fuera del contexto
escolar, su introduccion a dicho ambito supuso una
reestructuracion o modificacion de sus caracteristicas de
origen (de acuerdo a la teoria de la Transposicion Didactica
de Chevallard).

Estas sucesivas adecuaciones a nivel escolar han llegado
a preponderar las manipulaciones algoritmicas sobre otras
actividades, provocando que el estudiante perciba este
conocimiento como indtil y alejado de su realidad.

A partir de nuestra investigacion preliminar concluimos
que, para construir el concepto de funcion, es necesario que
el estudiante se enfrente al andlisis de las diversas
representaciones de forma simultanea.

Con esta idea, se planed una secuencia didactica en el
que los estudiantes se involucraron en un espacio de
reflexion y comunicacion entre alumno-alumno, para
favorecer la expresion de ideas, de conjeturas y el dialogo.

El analisis didactico mostré que la ensefianza del
concepto de funcidn estd basado en un esquema tradicional
(algebraica — tabulacion - pares ordenados—coordenadas -
graficas).

Esto motivd el desarrollo de una secuencia did4ctica con
actividades no convencionales (analisis del movimiento),
para provocar en el estudiante la necesidad del concepto de
funcién, a partir del reconocimiento de las variables
involucradas; con lo cual también se le da significado a la
gréfica.

El resultado fue que los estudiantes pudieron desarrollar
la habilidad de bosquejo de una gréafica sin necesidad de
tener valores para evaluar la funcion, sin tablas, pares
ordenados o coordenadas, ya que pudieron expresar una
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funcion a partir de la descripcion de un determinado
fendmeno de movimiento.
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