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Resumo

Neste trabalho exploramos a gravitagéo na analise do comportamento do campo gravitacional no interior da Terra em
funcéo do raio planetéario, sob a consideragdo de dados sismoldgicos (ak 133-f) do Preliminary Reference Earth Model
(PREM) para a modelagem computacional. Os resultados mostram que o campo gravitacional, considerando um perfil
observacional de densidade varidvel, aumenta de forma néo linear com mudancas abruptas a medida que se aproxima de
transicOes de fase (superficie); devido as diferencas significativas de densidade das estruturas internas da Terra. Essa
proposta conduz a uma visdo mais aprofundada de uma abordagem comum em cursos basicos de gravitagdo, quando da
consideragdo de um esfera homogénea, muito comum de ser apresentada durante a demonstracdo do teorema das cascas
ou como uma aplicacéo direta da lei de Gauss na gravitagdo, e a consequente comparacéo deste modelo simplificado com
aquele observado para a Terra.

Palavras-chave: Campo Gravitacional, Lei de Gauss da Gravitacdo, Modelagem Computacional.

Abstract
In this work, we consider the gravitation in the analysis of the behavior of the gravitational field inside the Earth as an
object of study. The gravitational field is assumed to be a function of the planetary radius, under a consideration of
seismological data (ak 133-f) of the Preliminary Reference Earth Model (PREM) for the computational modeling. The
results shown that the gravitational field, with continuously variable density profile shape, increases with abrupt changes
in the phase (surface) transitions non-linearly; due to significant differences in density of the Earth's internal structures.
We find that this proposal leads to physically sensible results, instead the common approach, for basic courses of
gravitation, where the Earth is considered a homogeneous solid sphere; a common way to prove the shell theorem or as
a direct application of Gauss’s law for gravitation and the consequent comparison of this simplified model with the

observed behavior of the Earth.

Keywords: Gravitational Field, Gauss’s Law of Gravitation, Computational Modeling.

I. INTRODUCAO

A introdugdo do campo gravitacional no estudo da
gravitacdo newtoniana, especialmente alavancado devido os
trabalhos de Pierre Simon de Laplace (1749-1827),
apresentou um avanco significativo para o estabelecimento
de técnicas que permitissem a resolucdo do problema da
interacdo dindmica dos corpos massivos [1]. Podemos
elencar quatro rotas de estudo em que se interessa determinar
0 campo gravitacional e, consequentemente, a forca
gravitacional para uma particula teste, quando do célculo
por:

- integragdo direta vetorial, utilizando-se do principio de
superposicao;

- integracdo direta escalar, a partir do conceito de potencial
gravitacional;

- aplicagdo do teorema da divergéncia, Gtil quando da
existéncia de uma simetria facilitadora;
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- resolucdo da equacdo diferencial parcial de Poisson
associada.

Essas rotas obedecem uma sequéncia de ensino bastante
comum nos cursos béasicos de gravitacdo [2, 3, 4, 5],
iniciando uma discuss@o em torno da experimentagdo da Lei
da Gravitagdo Universal para objetos esféricos massivos,
extrapolada para particulas massivas pontuais, e a admissao
da aplicacdo do principio de superposicao vetorial, seguido
da defini¢do de campo gravitacional como a fragdo entre a
forga gravitacional efetiva e uma massa m, caracteristica de
uma particula, posicionada em um ponto do espaco. Sendo a
forga gravitacional proporcional a massa da particula teste,
podemos identificar o campo gravitacional como
independente da massa dessa particula, assim representando
uma propriedade do espaco, um campo vetorial dependente
da massa-fonte das particulas que o geram.

A generalizagdo desse resultado é imediata: O uso
do principio da superposicéo e a suposi¢ao de que a massa
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das particulas pode se confundir com quantidades
infinitesimais levam ao método da integragdo direta vetorial,

g=—G[Zdm. (1)
Aqui se percebe a necessidade de converter a quantidade dm,
em funcdo de uma densidade massica, seja para a linha,
superficie ou volume, 0 que torna a tarefa de integracédo
vetorial bastante limitada, especialmente quando essa
densidade méssica é varidvel.

Um novo recurso pode facilitar essa tarefa: observada a
ndo rotacionalidade do campo gravitacional, pode-se definir
uma funcdo escalar intermediaria, o potencial escalar, cuja
funcdo gradiente, coerentemente definida com um sinal de
negativo, reestabelece o campo gravitacional, ou seja,
podemos definir:

V=—Gf@£ (2)

r2

Isso minimiza a dificuldade de integracdo, agora escalar;
ainda assim, é uma tarefa matemética analiticamente
limitada.

Quando consideramos a possibilidade de um fluxo
vetorial, @g, sobre uma superficie fechada para uma particula
massiva pontual, generalizado a partir do uso do principio de
superposicao, emerge, visto o teorema da divergéncia, a Lei
de Gauss para a gravitagdo

®, = f G- dd = —4mGm. 3)

Nessa expressdo, 0 menos € uma escolha de coeréncia para a
definicdo do versor radial e reflete o fato observacional da
forga gravitacional ser atrativa. O indice ‘SG’ indica que a
integracdo de superficie deve ser especialmente escolhida
para reproduzir a simetria do comportamento do campo
gravitacional, verificada a distribuicdo de massa do objeto
estudado. A quantidade m representa a massa interna a
superficie escolhida e ndo deve ser confundida com a massa
total do objeto, a menos que o objeto esteja inteiramente sob
a superficie gaussiana.

O uso do teorema da divergéncia, considerada a expansdo
do volume, da massa até a coincidéncia do volume da
superficie gaussiana, nos leva a

Vg =—4nGp, 0)

sendo essa a representacdo da lei de Gauss diferencial que,
combinado a definicdo g = -7V, permite definir a equacao
de Poisson para a gravitac&o:

V2V = 4nGp. (5)

Se a regido de interesse tem densidade de massa nula, entdo
essa equacao é reduzida a equagdo de Laplace V2V = 0.
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Nenhuma dessas rotas é mais ou menos geral, porém suas
aplicacOes se adéquam melhor a cada contexto especifico. A
analise de sistemas com densidade variavel, de um modo
geral, prejudica a integracdo vetorial ou escalar, uma vez da
presenca do termo inverso em r, a menos de condi¢Ges
ajustadas para minimizar esse complicador. Uma condigéo
de baixa simetria, no comportamento das linhas de campo
elétrico, inibi a integracdo superficial da Lei de Gauss; ao
tempo que condicbes de contorno podem ser um limitante
para a atuacdo da equacdo de Poisson, ou mesmo da equacéo
de Laplace.

E nesse contexto que o estudo da gravitacio é
minimalista em suas aplicagdes e pode induzir a falhas
conceituais ou mesmo incompatibilidade com efeitos reais
em modelagens de situagBes de interesse. Vamos nesse
trabalho destacar uma dessas aplicagdes, como sugestdo de
estudo para um curso introdutdrio, e explorar, dentre as rotas
de estudo da gravitago, a lei de Gauss.

E comum apresentar uma sequéncia de problemas nos
cursos béasicos de gravitagdo; interessa, em especial, o
problema de esferas macigas, uma vez que esta ligado ao
teorema das cascas e a propria génese da teoria proposta por
Newton no “Principia” [6]. Se a esfera é homogénea o
comportamento do campo gravitacional é linear na porcéo
interior e cai com inverso do quadrado da distancia radial
central, na porcédo exterior. No caso de uma esfera ocada, o
resultado continua valido, sendo agora nulo na regido vazia
e linear desde o raio interno até o raio externo, permanecendo
a variacdo com o inverso do quadrado na por¢do externa a
esfera ocada.

Uma grave falha é confundir esse comportamento como
um modelo para a variagdo do campo gravitacional da Terra,
ndo apenas porque 0 nosso planeta ndo é uma esfera perfeita,
mas principalmente porque o interior da Terra ndo é
homogéneo, sendo formado por regides bem definidas: o
nacleo, o manto e a crosta, incluindo-se as regiGes de
transicdo, sendo necessario considerar o perfil de densidade
caracteristico de cada regido.

Embora o problema aparente desafiador, podemos
assumir, com bom ajuste, uma funcdo de variacdo de
densidade para cada regido, inclusive para as regides de
transicdo; nesse trabalho, admitimos essa variacdo como
uma funcéo linear da distancia radial do centro da Terra e
isso reflete os dados obtidos no modelo sismolégico ak133-
f do Preliminary Reference Earth Model (PREM) [7],
discutido na secéo Il1. Na secéo Il. apresentamos uma viséo
geral da lei de Gauss para a gravitacdo, como a rota para a
andlise do modelo. Os resultados e discussdes sao explorados
na secdo IV. A secdo V. € reservada para as consideracdes
finais.

Il. A FORMULACAO GAUSSIANA GRAVITA-
CIONAL

A andlise do comportamento do campo gravitacional no
interior da Terra pode ser realizada por qualquer das rotas de
estudo da gravitacdo. A integracdo direta, vetorial ou escolar,
ird conduzir ao teorema das cascas, sendo esse um resultado
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conhecido na literatura. As regides de transicdo se mostram
como uma dificuldade nessa rota, uma vez que é necessario
realizar a integragdo, considerada a fungdo de densidade
escolhida. O leitor pode se interessar em seguir essa rota de
estudo, como uma alternativa de analise; sugerimos, para
uma primeira visdo sobre essa rota, a solucdo apresentada
nos textos [2, 3].

Estabelecer condi¢des de contorno e explorar a equacéao
de Poisson, especialmente em coordenadas esféricas, é
desafiador e exige um conhecimento mais aprimorado do
tratamento das técnicas de solucdo de equacdes diferenciais
parciais, como a separacdo de variaveis e o uso da solucéo
dos harménicos esféricos [8, 9].

Aqui consideramos simplificagfes que permitem uma
manipulagdo mais adequada a partir da lei de Gauss para a
gravitacdo. A Terra € considerada como uma esfera
composta por regibes com um perfil de densidade bem
definido. Nesse caso, cada camada infinitesimal (mesmo nas
regides de transi¢do) se assemelha a uma casca esférica e 0
fluxo perpendicular a superficie reduz a integral sobre a
superficie gaussiana, apropriadamente escolhida como uma
esfera concéntrica a superficie da Terra, a um produto
simples, visto que a normal a superficie se alinha ao vetor
campo gravitacional.

Para um primeiro estudo consideramos que as regides de
transicdo apresentam um comportamento linear para a
variacéo da densidade de massa. Outra alternativa, que gera
um estudo mais complexo do ponto de vista matemaético, é
considerar uma funcdo de densidade que varie como uma
tangente hiperbdlica, uma vez que essa funcéo € amplamente
utilizada no estudo de transic¢des de fase [10, 11].

Uma questdo a ressaltar € a atengdo que o leitor deve
oferecer a massa interna a superficie gaussiana, que deve
incluir toda a massa contida nas regifes internas. As
condic@es de contorno devem ser cuidadosamente ajustadas
para que ndo gere inconsisténcias nas superficies de
separacdo, delimitadas para cada uma das regibes, no perfil
de densidade construido para a Terra.

I11. MODELAGEM DO CAMPO GRAVITA-
CIONAL

Para a anélise da modelagem & necessario realizar
consideracGes preliminares. Algumas destas j& foram
mencionadas, porém agora vamos organizar essas assertivas
em um caminho que permita abordar o problema da obtengéo
do comportamento previsto do campo gravitacional no
interior da Terra:

1. Para fins da solucdo, a Terra sera considerada com
geometria esférica perfeita. A Terra ndo € uma
esfera perfeita; o geoide é a forma que mais se
aproxima do formato geométrico, resguardada a
atuacdo da gravidade perpendicularmente a
superficie. Devido a complexidade dessa
geometria, em geral, assume-se a forma usual do
elipsoide de revolucéo achatado nos polos [8].
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2. Admitimos apenas o nucleo interno, ndcleo externo
e manto, com raios fixos determinados; a crosta é
demasiado fina (entre 5 e 70 km) para que gere um
comportamento perceptivel na escala do planeta
como um todo. As demais camadas e subdivisdes
foram omitidas porque ndo ha variagéo significativa
no perfil de densidade, de modo que isso nao
acumula uma influéncia determinante no
comportamento do campo gravitacional.

3. E utilizado o modelo sismoldgico ak133-f do
Preliminary Reference Earth Model (PREM), para
o perfil de densidade versus profundidade [7]. Este
€ 0 modelo mais utilizado atualmente como
referéncia de dados globais de sismologia — vide
[13] para uma discusséo aprofundada.

4. A manipulagao algébrica e o ajuste das condi¢Ges
de contorno sdo facilitadas pela aplicacdo de
programas computacionais, uma vez que lidamos
com integrais de volume, especialmente nas regiGes
de transicdo, de modo que possamos melhorar os
ajustes as curvas de densidade obtidas pelo PREM.

A. Modelo Preliminar de Referéncia da Terra (PREM)

O PREM foi desenvolvido por Adam M. Dziewonski e Don
L. Anderson em resposta as diretrizes do “Comité Padrdo do
Modelo da Terra”, da Associac¢do Internacional de Geodesia
(IAG) e da Associacdo Internacional de Sismologia e Fisica
do Interior da Terra (IASPEI). E um modelo unidimensional
que representa as propriedades médias da Terra em funcédo
do raio planetario [7]. Os modelos sismoldgicos da Terra
normalmente usam os perfis de velocidade versus
profundidade e uma equacdo de estado relacionando

(densidade p) e (mddulos elasticos K) para obter perfis de
pressdo; este modelo tem sido amplamente utilizado como
base para a tomografia sismica e modelos geofisicos globais
[13].

—(PREM) Modelo AK135-f

0 1 2 3 4 5 6

Raio [m] x10¢

FIGURA 1. Perfil de densidade em funcéo do raio da obtido dos
dados do PREM (modelo ak133-f).
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Os modelos de referéncia da Terra incluem o (iasp91) e o
(ak135-f), este ultimo sendo uma atualizagdo do primeiro.
Tal como o seu antecessor, ak135-f é um modelo de
velocidade radial estratificado e as tabelas de tempo de
trénsito sdo derivadas deste modelo, de modo que existe uma
base consistente para todas as fases. Para 0 nosso interesse,
iremos utilizar os dados de densidade em funcéo da distancia
radial. Esses dados sdo traduzidos na figura (1).

Percebe-se um decaimento da densidade & medida em
que se aproxima da superficie do planeta e também
mudancas abruptas nesse intervalo. Isso  ocorre
principalmente pela composicdo de cada camada. O desafio
para descrever um perfil de densidade em funcdo da distancia
consiste no fato de ocorrerem essas mudancas abruptas de
densidade na transigdo das camadas. Uma alternativa é tratar
cada camada independentemente, obtendo assim trés fungdes
de densidade, e consequentemente trés expressdes para o
campo gravitacional, como podemos observar na figura (2).

""" (PREM) Modelo AK135-f

—— Regresso Linear

——
Nicleo nt
12 R N
Nicg, <
© Extery, .

0 1 2 3 4 5 6

Raio [m] x10°
Figura 2. Perfil de densidade em fungdo do raio da Terra
com linearizagdo de camadas.

Admitir o comportamento linear do perfil de transicdo é
satisfatorio para o nosso interesse, pois o nucleo interno e
externo segue aproximadamente um padrdo linear, com
ligeira desvio ao manto, devido as heterogeneidades de
formacéo dessa camada.

A partir da regressdo linear das séries de dados em cada
fase obtemos as seguintes funces lineares:

TABELA I. Funcgdes lineares de densidade.

Camada Funcdo de densidade R?
Ndcleo Interno p1(r) = 13061 — 0,0003r 0,933
Ndcleo Externo p,(r) = 13506 — 0,001r 0,978

Manto p3(r) = 8541 —0,0008r 0,933

onde R? representa o coeficiente de determinacdo da
regressdo linear.

Essas funcfes descrevem o comportamento da densidade
em funcdo do raio apenas em seus intervalos; o
comportamento da densidade aproximada total seréd a jungdo
dessas funcdes.
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 14, No. 4, Dec. 2020
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B. Expressdo Geral para o Campo Gravitacional

A escolha da estrutura idealizada, com simetria esférica,
torna conveniente a aplicagdo da lei de Gauss para o caso
gravitacional, sendo o fluxo gravitacional através da
superficie fechada proporcional a massa encerrada. Isso
permite obter uma expressdo generalizada em funcdo da
distancia radial para g no interior da Terra, dada por:

gn(r) = —4nG (%"r + %"rz), (6)
onde (n) identifica a camada, ou regido de transicéo,
associada a funcgdo; a é o coeficiente linear e b um coeficiente
angular. Esse resultado é possivel porque para cada regido
obtemos um comportamento similar para a funcdo de
variagéo da densidade da Terra.

Quando da consideracdo da aplicacdo direta da lei de
Gauss a um boélido homogéneo, teriamos um comportamento
linear; como comumente apresentado em analises para o
interior do planeta nessas circunstancias. A nossa
modelagem propde uma primeira correcdo a esse modelo,
fase por fase, levando em conta 0s ajustes necessarios as
condi¢Bes de contorno aplicadas a cada superficie de
transicdo admitida. Enfatizamos a possibilidade de obtencéo
de um comportamento analitico, nem sempre direto quando
de abordagens mais realisticas, quando presente efeitos ndo
lineares de dificil tratamento matematico. Isso apenas foi
possivel devido as simplificacdes impostas ao modelo e abre
uma rota de estudo para considera¢cdes menos limitantes;
muito embora, a termos de um perfil geral, tenhamos
incluido os efeitos e ajustes minimos para a tomada de um
modelo  ajustado  aos  resultados  observacionais,
preconizados na literatura.

IV. RESULTADOS E DISCUSSOES

Os didmetros de cada regido do interior da Terra foram
considerados fixos, as varia¢fes locais sdo irrelevantes para
tracar um perfil geral, sendo relevantes para uma analise
localizada do campo gravitacional. Outra consideracéo
ajustada é a aceleragdo gravitacional, sendo admitida no valor
comum de 9,81 m/s? sobre toda a superficie do planeta. A
Tabela (2) apresenta em detalhe os valores utilizados e 0s
resultados obtidos.

TABELA I1. Aceleragdo gravitacional por camada.

Camada r(km) g (sﬂz)
Nucleo Interno 1216 4,35
Nucleo Externo 2270 10,60

Manto 2885 9,69

A intensidade da aceleracdo gravitacional obtida em nosso
modelo para a superficie da regido delimitante do nucleo
interno é levemente inferior a metade do valor admito para a
superficie do planeta. Apesar de ter uma razdo de didmetro
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de quase metade em relacdo a superficie do nucleo externo e
de quase um quarto em relagdo a superficie do manto. A
justificativa para esse comportamento é o fato de o nicleo
interno possuir alta densidade, atribuindo uma forca
gravitacional significante a essa regiéo.

Para a superficie do nlcleo externo a gravidade obtida é,
surpreendentemente, maior que a verificada na superficie do
planeta. Esse resultado desafia uma primeira interpretacédo e
parece incoerente sob uma aplicacdo direta do teorema das
cascas. Ocorre que o perfil de densidade atinge uma variagédo
abrupta nesse ponto (frente a alta densidade do nucleo e sua
extensdo), onde os efeitos de transicdo para a regido externa
ao planeta passam a ser relevantes e a aceleracdo da
gravidade no manto segue o padrdo de queda, se ajustando
ao valor padrdo admitido para a superficie na crosta do
planeta.

Na figura (3) apresentamos o perfil gravitacional obtido
para o interior da Terra e ele mostra que as consideracGes
realizadas traduzem o comportamento de g, como obtida
pelo PREM, em sua analise observacional, representando
assim uma modelagem bem ajustada a este modelo [7]; ao
Nosso ver isso credencia essa abordagem como uma Visdo
mais realistica do comportamento gravitacional do nosso
planeta, abrindo uma nova rota de discussdo, que permita
uma maior penetragcdo no tema.

ional (m
x

0 1 2 3 1

FIGURA 3. Aceleracéo gravitacional em funcdo do raio.

Foi estimada urna aceleragio da gravidade de
aproximadamente 9,69 m/s? na superficie externa do manto.
Esse resultado é coerente e estd adequado aos padrdes do
modelo, visto as aproximacdes e consideracfes admitidas.

O grafico mostra como o nucleo, por ser formado
de altas quantidades de ferro, niquel e outras ligas densas,
contribui  de maneira significativa para o campo
gravitacional como um todo, ainda que, na transi¢cdo do
manto para o nucleo externo, haja uma mudanga abruta da
gravidade, que decai de maneira ndo linear até o centro. Na
figura (4) apresentamos uma comparacéao direta da relagdo
entre o raio e a aceleracéo gravitacional.

Este perfil representa uma forma adequada, em
alternativa ao comportamento gravitacional linear,
amplamente utilizado em livros de graduacdo, e também em
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Niicleo Externo

Nicleo Interno

livros didaticos do ensino médio, podendo ser apresentado
como material complementar para o ensino de gravitacao.

7o

Manto

2885

Espaco

2270

1216

6371 km
FIGURA 4. Comportamento gravitacional da Terra do interior ao
exterior.

V. CONSIDERAGCOES FINAIS

A discussdo de problemas ndo minimalistas é um desafio para
o ensino de Fisica, especialmente devido a complexidade
matematica na inclusdo de efeitos que, em geral, envolve a
Fisica ndo linear. Eventualmente é possivel apresentar um
tratamento analitico e isso permite um aprofundamento
conceitual relevante. No caso especifico da determinag¢do do
perfil de aceleragdo gravitacional para o interior da Terra,
pudemos explorar um confronto com a proposta de um bolido
homogéneo, em que o campo gravitacional ¢ erroneamente
associado a uma relagdo funcional linear.

A heterogeneidade do nosso planeta impde um percurso
mais amplo e traz elementos de interdisciplinaridade; a
exemplo do conhecimento geoldgico e a propria composigdo
das camadas com suas caracteristicas peculiares. Uma boa
sugestao para enriquecer a proposta ¢ incrementar a discussao
sobre as propriedades geoldgicas do nosso planeta. Outra
faceta particular desse estudo ¢ a relagdo ensino-pesquisa; a
busca e implementagdo de ferramentas tecnoldgicas,
programas computacionais, técnicas matematicas avangadas
e imageamento, sdo importantes mecanismos de
conhecimento, possibilitando uma formagdo mais ampla
sobre o tema.

Sugerimos ao leitor a tentativa de avangar no
aprofundamento da proposta e admitir outras relacdes
funcionais nas fases de transi¢do, bem como para o perfil de
densidade do manto; apresentada como uma proposta de
ensino complementar no estudo da gravitacdo newtoniana.
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