Oscilador cuartico, analisis perturbativo y simulacion
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Resumen

Se realiza un analisis perturbativo al oscilador cuartico (también llamado oscilador de Duffing), el cual es descrito por
un término de cuarto orden en el Hamiltoniano. Inicialmente, aplicando teoria clasica de perturbaciones se estudia un
caso particular donde el Hamiltoniano no tiene fuerzas impulsoras ni factores de amortiguamiento. Este método requiere
eliminar términos seculares, lo cual garantiza soluciones que tengan una interpretacion fisica correcta. Luego, se agregan
los términos de amortiguamiento e impulso y se obtienen soluciones al orden méas bajo. Por ultimo, para visualizar las
soluciones en el espacio fase y contrastar con el modelo tedrico se emplea el programa Easy Java Simulations (EJS),
ademas, es un recurso educativo para bajar la curva de aprendizaje del estos temas. Para finalizar se realiza la combinacion
de pardmetros y condiciones iniciales permite encontrar una condicién de caos en este sistema dinamico.
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Abstract
Perturbative analysis to the quartic oscillator is performed (also called Duffing oscillator), this is described for a quartic
order term in the Hamiltonian. Initially a particular case where the Hamiltonian does not neither have forced nor damped
factor was studied, applying the classic perturbation theory. This method requires to delete secular terms which lead to
solutions with correct interpretation. Further on, forced and dumped terms are added, and lower solutions are obtained.
Finally, in order to display the solution in the phase space and to contrast with the theoretic model the Easy Java
Simulation (EJS) is used, moreover, this is an educational resource for reducing the learning curve in these topics. The
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combination of parameters and initial conditions allow to find a chaos conditions in this dynamic system.
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I. INTRODUCCION

Para el oscilador armonico simple se tiene una solucion
analitica exacta que nos permite reconocer el
comportamiento de las variables de posicién y velocidad.
Estas variables pueden ser relacionadas en el espacio de fase
Yy por tanto, se puede predecir el comportamiento del sistema
después de un tiempo t. Sin embargo, existen muchos
sistemas fisicos cuyas soluciones analiticas no se pueden
obtener o por lo menos no de forma simple. Un ejemplo de
estos sistemas son los osciladores no lineales, en particular
en este trabajo nos referiremos al ya mencionado oscilador
cuartico:

1)

La no linealidad de la ecuacion muestra la necesidad de usar
y explorar métodos alternativos para obtener soluciones
aproximadas al problema. Por lo cual, el uso de la teoria de

% + Rx + w3x + ebx® = sacos(wt).
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perturbaciones es apropiado. Estas se pueden incorporar
estableciendo condiciones iniciales al sistema o afiadiendo
un término al Hamiltoniano (en este caso al Hamiltoniano
del oscilador armonico simple).

Entonces para llevar a cabo el desarrollo del oscilador
cuartico y encontrar una solucién aproximada al mismo,
inicialmente se plantean los parametros del sistema y de la
simulacion (Seccion 11). En la Seccién Il se considera el
oscilador arménico simple y se da la solucién a este, lo cual
es el paso de entrada al oscilador cuartico. Posteriormente, el
término no lineal (x*) es introducido al Hamiltoniano de la
seccion anterior como una perturbacién modulada por el
pardmetroey, para finalizar esta parte se obtiene una solucion
aproximada para la ecuacién de movimiento en la Seccién
IV. En las Secciones V y VI se consideran los casos de
amortiguamiento sin fuerzas impulsora y de forzamiento sin
amortiguacion, respectivamente, en la Seccion VI se estudia
el caso general de oscilador cuartico amortiguado y forzado.
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Il. PARAMETROS DEL SISTEMA Y DE
SIMULACION

Para realizar el estudio del sistema se empled el software
EJS [1], en el cual se plantea la ecuacién diferencial
mostrada en (1).En la simulacion se consideran dos cuerpos
de masa m unidos a un resorte de constante de elasticidad
k,[2], cuyo valor se puede variar en los deslizadores de la
simulacion. Las condiciones iniciales dadas al sistema

son:

xmjo(O) = 1.500; x,,,(0) = 1.501,
Vrojo 0)= Vazul(o) =0.

Los factores que permiten revisar cada caso por separado
son:

e 0 < R < 1 controla la friccion.

e b permite observar la linealidad o no linealidad (en
este caso b=0 oscilador armoénico, b=1 oscilador
cuartico).

e s establece el rango de aproximacion del problema
desde la teoria de perturbaciones (s=0 cuando no
hay forzamiento, s=1oscilador forzado y s=—

2
AT(Scos(Zwt) + cos(wt)) Si
aproximaciones perturbativas).

existen

A continuacion se presentan varios casos en los cuales se
realizara tanto un estudio tedrico como las respectivas
simulaciones computarizadas del caso. Iniciando por el
oscilador arménico simple e introduciendo las distintas
modificaciones que llevan al oscilador cuartico. En cada
una de las simulaciones se puede observar, en la parte
izquierda de las gréficas, los pardmetros descritos
anteriormente.

I11. OSCILADOR ARMONICO SIMPLE

Como se indic6 anteriormente, para hallar soluciones
aproximadas al oscilador cuéartico se usara la teoria de
perturbaciones, siendo el Hamiltoniano sin perturbar el de
un oscilador armonico simple [3, 4]:

)

2

1

H=2" 4 “ma,x2.
2m 2

Para este Hamiltoniano se obtiene la ecuacién diferencial
de segundo orden:
X+wox=0,

©)

k . R
donde w? = — €S la frecuencia natural del sistema, con la
ya conocida solucion:

x(t)=Acos(wyt+d), 4)
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donde A es la amplitud de movimiento y ¢ es el desfase
para el tiempo inicial.

De acuerdo a lo observado en la figura [1], el
comportamiento es el que usualmente se encuentra en un
sistema masa-resorte sin amortiguamiento ni fuerzas
impulsoras. Ademas, se observa que los dos osciladores
(que solamente difieren en sus posiciones iniciales un
milimetro) permanecen juntos todo el tiempo, y no hay
cambios en el area generada en el espacio de fases.

inicio Play

Lxe -0.00372 15

b=0.0
. Secdion

i Trayectoria 1o

FIGURA 1. Oscilador arménico simple. Se puede observar la
posicion en funcion del tiempo y la trayectoria en el espacio fase.
Adicionalmente se puede ver los parametros del movimiento.

IV. OSCILADOR CUARTICO GENERAL

Para un oscilador cuartico el Hamiltoniano es de la forma

[5]:

p* 1 2.2, 1 4
H=—+-mwgx* + -emx”~ ,
2m 2 4

©®)

2
H puede ser escrito como H=Hy+eU con Ho=:—m+
1 . . . o] -
Emmgxz el Hamiltoniano del oscilador armdnico simple y

U=%mx4 la perturbacion de cuarto orden. Este
Hamiltoniano permite obtener la ecuacion diferencia (1),
cuya solucién aplicando teoria de perturbaciones es de la
forma:

x(£)=xq(t) +ex, (£)+€2x, (£). (6)
Para obtener la ecuacion diferencial de movimiento se

emplea una de las ecuaciones de movimiento de Hamilton
. OH.

T oox’
@)

Asumiendo que esta ecuacion se cumple para cada potencia
de € se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones:

¥+wixt+ex® =0.

®)

X‘0+(A)ox0 =0 y
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.72'1+(1)0x1 = _xg y

©)
(10)

Fytwox, = —3x3x; ,
las cuales representan un conjunto infinito de ecuaciones
diferenciales de segundo orden acopladas. Se toman las
siguientes condiciones iniciales:

xo(0)=a; x4(0) = 0; x,(0) =0. (11)
La solucién a orden cero es:
Xo(t)=acos(wt) . (12)

Usando este resultado, lo usamos en la ecuacion (6) a
primer orden tenemos:

¥+ wix; = —a3cos®(wot)
= _73 a3cos(wgt) — %a3cos(3w0 t). (13)
Para resolver (10) se propone una solucion de la forma:
x(t) = (A+Bt)e'®ot + (C+Dt)e3iwot, (14)

De la cual, resolviendo para la parte w,t se obtiene el valor
de B.

__-3a8
" 8iwg
con lo que x(t):
_ 2.3
x(t) = ;{jotsin(wot). (15)
Para 3w,t:
C___“3
T 3202
Con lo que:
_a3
x(t) = —cos(Bwyt). (16)

32wq

Igualando para wt y 3wyt se llega finalmente a la solucién
de (9) es:

x(t) = % (3w0tsin(a)0t) + i(cos(wot) — cos(3a)0t))). 17
Esta solucién presenta un inconveniente debido a la
dependencia lineal que tiene con el tiempo, ya que la
amplitud de movimiento crece indefinidamente sin estar
acotada. Pero en base a lo que se establece con el
Hamiltoniano, el movimiento de la particula se encuentra
restringido, por lo que la solucion obtenida anteriormente
no representa el caso fisico real.

En el caso de la figura [2], se puede ver que, tanto la
amplitud de oscilacion, como la velocidad de los dos
cuerpos aumenta indefinidamente, por lo que existe un
problema con la aproximacion planteada para este caso, en
el cual se colocaron Gnicamente expansiones de la posicion
x(t). Por tal razon, se debe tener en cuenta que el factor
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perturbativo:

—a®(3cos(3wt) + cos(wt))
2 )

debe ir acompafiado de un factor € tal que € «< 1. Los
resultados para amplitudes muy pequefias o multiplicados
por un factor € se ven en la figura [3].

posicion
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FIGURA 2. Oscilador cuértico con divergencias, la energia en
este caso no est4 acotada y no representa un caso fisico para esta
solucién.
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FIGURA 3. Oscilador cuértico sin divergencias, caso fisico.

Analiticamente, una forma de solucionar este inconveniente
es expresando la dependencia de e con la frecuencia, como
una serie de potencias adicional a lo que expresa en la
expansion de la ecuacién (5):
Ww=wy+ew; +e2w, + ... (18)

Ahora la solucion es de la forma x(wt) Yy sustituyendo las
derivadas de t por t=wt se tiene:

w*x"=wytew; +elw, + .. (19)
Al igual que en el caso anterior se obtiene un conjunto de
ecuaciones diferenciales a orden cero y primer orden:
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w3(xo+%) =0, (20)

w3(x1+%;) = —x§ — 2wow1 Xg - (21)

Empleando la solucién a orden cero, se tiene a primer
orden:

wd(x1+x,) = (Zwowl - Za3cos(r)) - %a3cos(3‘r), (22)

El término de impulso se puede eliminar escogiendo:

w _ 3a®
17 8wy’

(23)

de tal forma que la solucion es parecida a la que se obtuvo
para (9):

—a3
32w}

x(t) = (cos(wot) — cos(3w0t)) . (24)

De este modo, la solucion a primer orden w=w,+€w, para
el oscilador cuértico es:

a?

3a?
x(t) = acos ((a)0+e a) t) —€ a7 (cos(wot) —

cos(3a)0t)).

(25)

Esta solucidn difiere de la solucion del oscilador armonico
simple al oscilar con la combinacién dos frecuencias w y
3w. Asi mismo la frecuencia w,; depende de la amplitud de
oscilacion y del parametro e cuya caracteristica es esencial
de los osciladores no lineales.

Fuerza elastica
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FIGURA 4. Oscilador cuartico “simple” sin armortiguacién ni
términos de impulso.

En la figura [4], se realiza una simulacién del oscilador de
Duffing (oscilador cuértico), resolviendo el problema
numéricamente y apoyandonos en dichos resultados para
poder describir, cuantitativa y cualitativamente el problema
con las condiciones iniciales dadas.
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IV. OSCILADOR CUARTICO CON AMORTI-
GUAMIENTO

La ecuacion de movimiento, donde solamente se tiene en
cuenta el amortiguamiento, es dada por [6]:

¥+Rix+wix+ex3 =0. (26)
De esta gréfica, se tienen en cuenta varias cuestiones, pues
el punto en el cual se detienen el movimiento, no es x=0
sino que se encuentra un poco mas hacia alguno de los
lados (especificamente en este caso x(t) = 1). Ademas, el
diagrama de fases y la trayectoria tienen un
comportamiento  diferente  al  oscilador  arménico
amortiguado.

o fuerza elastica

inicio Play Lx= 0.01284 paseron)

b=1.0

Seccén ¥| Trayectoria

e~~~

o~~~ o~~~

Kl=6.0

00 01 02 03 04 05 06 07 08
w=0.0 20)
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FIGURA 5. Oscilador cuéartico amoriguado, es interesante
visualizar (y de gran valor cualitativo) el comportamiento sin
necesidad de encontrar ni la solucion exacta ni el calculo
perturbativo.

IV. OSCILADOR CUARTICO CON FORZA-
MIENTO

En este caso la ecuacion de movimiento toma la forma:
#+wix+ex=acos(wt) . (27)
Aplicando teoria de perturbaciones se introduce una

variable auxiliar a tal que la solucién para x y la variable
de fase § se pueden escribir como:

X=Xo+ax, +0?x, + ... (28)
5(0.’)=50+O(81+0(52 + ... (29)
Considerando en la ecuacion (1) el factor de

amortiguamiento (R=0), se puede escribir:
#+w3+ex3=acos(wt),
#=acos(wt) — w3t — ex3,

http://www.lajpe.org



Ftw?x=(w? — w3)x — ex3+acos(wt). (30)

Realizando un cambio de variable de la forma: t=wt —
6 (a) tal que:

w? (% +x) =a(w? — w3)x — aex3+aacos(r)+da.
Para obtener
. w3 € 3 a
X+x=a (1 - E) X—a—x +o¢;cos(‘t+8(0¢)). (31)

A partir de esta ecuacién se puede identificar los términos
seculares asociados a la fuerza impulsora periddica de tal
forma que se puedan eliminar por la eleccion de una
variable arbitraria.

Realizando la correspondiente expansion del pardmetro

auxiliar ase tiene el siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales para cada uno de los érdenes:
X’O+X0 = 0, (32)

_ w_?)) Xy — ﬁ (exg —acos(t+8,)), (33)

X1+X1 = ( w2
2

Hptx, = (1 - %) X — ﬁ(3exﬁx1 — &;sin(t+8,)). (34)

La ecuacidn (32) tiene como solucién;

Xo=A;cos(T).

Insertando este resultado al momento de expandir el lado
derecho de (33) se obtiene:

(w? — wd)A, — zeA?{+a=0 . (35)
Asi para la ecuacion x; :
¥ +x; = —€4w?A3cos(37). (36)

Para solucionar esta ecuacion se propone una solucién de la
forma [7]:

x(t) = (A+Br)e’™.

Finalmente, la solucidn para el orden mas bajo es:

x (1) = %eAicos(3r)+b1cos(1) . (37)
Esto significa que el método perturbativo aplicado, es un
método general que se puedo aplicar a cualquier clase de
oscilador no lineal para una frecuencia dada.

Se tiene un comportamiento no lineal como se puede
ver tanto en la visualizacion de la trayectoria, como en el
diagrama de fases, pero esto no implica que las trayectorias
de las dos masas se hayan alejado, sino que presentan
ambas el mismo comportamiento, cabe aclarar que el valor
del a amplitud de la fuerza impulsora “a” en la simulacion
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 12, No.2, June 2018
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esta expresado por el valor “A” figura [6].

inicio Play e -0.06785
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FIGURA 6. Oscilador cuartico forzado.

IV. OSCILADOR CUARTICO CON AMORTI-
GUAMIENTO Y FUERZA IMPULSORA

En este caso la ecuacién de movimiento, considerando una
fuerza impulsora y un factor de amortiguamiento R es:

i+ Rx + wix + ex3 = acos(wt) . (38)

inicio Play e 0.18520

b-1.0

Seccion v| Trayectoria
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FIGURA 7.
forzamiento.

Oscilador cuartico con amortiguamiento y

Finalmente, en esta Gltima figura existe una combinacion de
parametros que permiten observar, como las trayectorias se
separan, y tienen comportamientos distintos, aun si difieren
sus condiciones iniciales en un milimetro, en este caso se
puede brindar una visualizacién cualitativa de sistemas
dindmicos que tienden al caos dependiendo de Ia
combinacion de parametros del sistema con las condiciones
iniciales.

IV. CONCLUSIONES

Se puede observar a lo largo del trabajo como una simple
http:/fwww.lajpe.org
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perturbacion en el oscilador armonico simple nos lleva a
sistemas tan complejos que pueden salirse del limite fisico,
lo cual indica que las herramientas computacionales y
numéricas son esenciales para detectar dichas
incompatibilidades que se salen de la realidad.

Ya que no solo en este caso sino muchos sistemas
fisicos estan descritos por modelos matematicos que en
general no son lineales, entonces el andlisis perturbativo es
una poderosa herramienta para tratar analiticamente
problemas en los cuales las soluciones exactas no se pueden
obtener por métodos usuales.

Este trabajo es un primer acercamiento para estudiantes
que se inician en el estudio de teoria de perturbaciones, que
les permite observar bajo ciertas combinaciones de
parametros y condiciones iniciales, que el sistema tiende al
caos. Entonces ademés de mostrar las distintas facetas del
oscilador cuartico para motivar el estudio de sistemas, no
lineales a través de la teoria de perturbaciones, se muestra a
los alumnos una herramienta computacional practica para
afrontar dichos sistemas y profundizar en los mismos.
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