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Resumen

Demostramos las propiedades de un sistema ortogonal de polinomios en el espacio de Hilbert de funciones y como caso
particular mostramos la familia de polinomios ortogonales clasicos. Obtenemos los polinomios ortogonales de Chebyshev
tipo I11 como solucidn a un problema de Sturm Liouville singular; y sobre estos demostramos una férmula de Rodrigues,
una funcién generadora, una relacidn de recurrencia a tres términos, una relacion diferencial, operadores de ascenso y
descenso, propiedades extremales y propiedades de sus ceros. Presentamos un modelo donde los ceros de estos
polinomios pueden interpretarse como la solucion de un problema de equilibrio electrostatico de n cargas unitarias que
se mueven en presencia de un potencial logaritmico.

Palabras clave: polinomios ortogonales, polinomios de Chebyshev tipo Ill, potencial logaritmico, equilibrio
electrostatico.

Abstract
We prove the properties of an orthogonal system of polynomials in the Hilbert space of functions and as a particular case
we show the family of classical orthogonal polynomials. We obtain the orthogonal Chebyshev type Il polynomials as a
solution to a singular Sturm Liouville problem; and on these we prove the Rodrigues formula, a generating function, a
three-term recurrence relation, a differential relation, ascent and descent operators, extremal properties and properties
of their zeros. We present a model where the zeros of these polynomials can be interpreted as the solution of an

electrostatic equilibrium problem of n unit charges moving in the presence of a logarithmic potential.

Keywords: orthogonal polynomials, Chebyshev type 111 polynomials, logarithmic potential, electrostatic equilibrium.

I. INTRODUCCION

Sea u una medida de Borel finita, con soporte (supp(u)) en
un subconjunto cerrado 2 de la recta real, formado por una
cantidad infinita de puntos. En este trabajo utilizaremos el
caso en que Q = [—1,1]. Al espacio de todas las medidas u
tales que, supp(u) € Q c R, lo denotaremos por M(£2).
Utilizaremos la notacién P para referirnos al espacio
vectorial de todos los polinomios y IP,, para indicar el espacio
vectorial formado por todos los polinomios con un grado
maximo de n.

En este contexto, consideraremos la ortogonalidad de
funciones en sentido general y de polinomios en particular,
en el espacio de Hilbert L2(u) para u € M(£2). Sabemos que
L?(u) estd formado por todas las funciones de cuadrado
integrable con respecto a u, es decir,

b
P = {f= la, b] = R: f IfCOIPdu(x) < 00}, M)

donde du(x) = w(x)dx y w(x) es una funcion de peso.
Sean p(x)y q(x) dos polinomios pertenecientes a PP,
definimos segun [1] y [2] el producto interior o producto
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escalar entre p(x) y q(x) respecto a la medida u, como la
integral

P, q), = f () ()du), @)
QO

de (2) podemos definir una norma |lpll, = /{p,p),-
Usando este producto damos la siguiente definicion.

Definicion 1.1 (Sucesién de polinomios ortogonales)
Consideremos una sucesion de polinomios {p, (x)}r=o,
decimos que esta es una sucesion de polinomios ortogonales
con respecto a la medida u € M(2), si verifica que:

1. gr(pn(x)) =n,paravn €Z*.

#0;n =m,
=0n + m

2. (Pu0,Pm () { n=012,..

Si para todo n, la norma de p,,(x) es igual a uno, entonces
{pn ()}, €s una sucesion de polinomios ortonormales con
respecto a u.
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Ademas, si el coeficiente principal de p,,(x) es igual a uno,
entonces {p,(x)}m., €S una sucesién de polinomios
ortogonales monicos con respecto a u, consultar [3, 4].

Un resultado que se puede deducir de la definicion 1.1y
que usaremos en las demostraciones que daremos mas
adelante, es

(P, x*) = fpn(x)xkdu(x) =0, Vk=01,..n—1,
0
3)

si £ es no acotado, se exige que se verifique (3). Puesto que
de la definicién 1.1 no se puede garantizar la unicidad de una
sucesion de polinomios ortogonales dada, en el siguiente
teorema damos las condiciones para garantizar la existencia
y unicidad de una sucesion de polinomios ortogonales con
respecto a una medida u € M(2).

Teorema 1.1 (Existencia y unicidad). Si tenemos una
medida pu(x) € M(£2), se puede concluir que existe una
sucesion Unica de polinomios ortogonales pg, 01,02, --+) Pn
tal que:

i. gr(p,(x))=n,paravn €Z".
ii.  pp(x) = ayx™ + - + ag, donde a, > 0

1,n=m,
1. (Pnr pm)y = f_{) PnGmdu(x) = Onm = {

0,n#m.
Demostracion
Existencia

Por induccidn, para n = 0, se puede verificar que las
condiciones se cumplen, tomando

1
) = ——,
PR @

yaque gr(po(x)) =0, ay = — s positivo, puesto que

Vu()

la medida es positiva y

f Do (OPe ()du(x) = j (o) = 1.
0 0

1
1)
Supongamos que existen k + 1 polinomios pg, py, ..., Py para

k € Z*, que cumplen las tres condiciones, paran,m <ky
formamos el polinomio de grado k + 1

k

Prea(0) = X471 = " apy(3), @
j=0
donde
aj = (x**1,p;(x) ) (5)
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Este polinomio en (4) verifica trivialmente las primeras dos
condiciones del teorema, para la tercera condicién tenemos

f Bresr (P ()
0

k
- f xR+ —
0 =

k
- fﬂ X () dpa(x) — fﬂ ]Z()[a]-pj(x)] P () du(x)

= (x4 p;(0) )y — @,

a;jp;(x), | pi(x)du(x)

considerando (5)
jﬁm(x)pi(x)du(x) =aq—a;=0, j=01,..,k
0]
Puesto que py41(x) # 0y u(x) € M() tenemos que

j Press 0 Prean (O d(x) = j [Breer GOT2du() = 1> 0,
n n

asi que tomando el polinomio py.,(x) =%ﬁk+1(x), se

puede verificar que la sucesion pg, by, ..., Pr+1 cumple las
tres condiciones del teorema para n,m < k + 1, por lo que,
esta garantizada la existencia.

Unicidad

Supongamos que {pg, 1, > Pnt Y {do» q1, -» G} SON dOS
sucesiones de polinomios ortogonales que verifican las

condiciones del teorema.
Como {qo, ¢4, ---» g} forma una base del subespacio P,,,
es decir, 3 aq, a4, ..., a, € R tales que

P =) i),

puesto que se verifica la propiedad iii del teorema se tiene
queparaV j,tal que 0 < j <,

B @) = O @), 47l = @ =0,

i=0

por lo que se concluye que p,(x) = a,q,(x), ademéas
sabemos que (p, (x), pn(x)), = 1, entonces

(Pn(x), pn(x))u = (anqn (%), anqn(x»u = arzl =1,
entonces a, =1 0 a, = —1, puesto que estas sucesiones
verifican la primera condicion del teorema se tiene que a,, =
1, asi que

pn(x) = qn(x),Vn € VAR

de modo que se verifica la unicidad, y se concluye la
demostracion.
|
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En el siguiente teorema demostramos una de las
propiedades principales que poseen los polinomios
ortogonales.

Teorema 1.2 ( Relacién de recurrencia). Dada una medida

u(x) € M(2) y una sucesion de polinomios ortonormales
asociados {p,, (x)}r-o, entonces se verifica

xXPn(X) = Apy1Pn+1(x) + bypn (X)) + aypp—q (%), (6)

vn=>1,
Siendo
pn(x) = anxn + -+ Qy,
-1
a,=——>0, b,= (x,pi(®))u

n

Demostracion
Puesto que {py, ..., p,} €S una base de IP,,, existen constantes
reales ¢y, ¢y, ..., c,, tales que, de (6) tenemos

n
a
2o (0) = 7 Puia(0 + ) P,
n+ =0

ademas, si j<mn-—1entonces gr (xp]-(x)) <n,
multiplicando por p;(x) en la expresion anterior, por
ortogonalidad se tiene

(pn (x), xp] (x) )u

a
= pan @+ ) ), POy
n+1
k=0
n
a‘n
= ——(Prsv Pl t (Z CkPi Pjlu =0,
Ani1 =0

por ortogonalidad sabemos que

(Pn(x), xp;(x))y =0 ¥ (Pps1(x), p;(x)), =0,

asi que
n
O P pdu =6 =0,
k=0
por lo que
an
xpn(x) = a_pn+1(x) + Cnpn(x) + Cn—lpn—l(x)- (7)

n+1

Ahora multiplicando por p,,(x) en (7) y considerando el
producto con respecto a y, se tiene
(xpn (x), pn(x))p.
(Dns1(x), pn(x))y + cp (pn(x), pn(x)>u
+enq (Pp-1(x), pn(x»;u

an

An+1

por ortogonalidad
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(pn+1(X), pn(x)>u = <pn—1(x)' pn(x)>u = 0,
asi que
(xpn (), pn(x))u = (x, przl(x)),u =Cp = by,

repitiendo este proceso, pero ahora multiplicando por
Pn—1(x) en (7), se tiene que
(pn—l(x);xpn(x))u
(Pn-100), P Ny + n (PR (X), D1 (X))
On1

+Cn-1 (pn—l(x)' pn—l(x»u = Cn—lllpn—1”2u = Cp-1,

an

asi que
nt = (Prs (2P (DN = 2 (o (), Pa () =

sustituyendo estos coeficientes ¢, Y c,_; en (7) se tiene el
resultado deseado,

Vn=1,xp,(x) = Qpp1Pns1 () + bppp (x) + anpy—q (X).
| |

Para una sucesion de polinomios ortogonales monicos, la
relacion de recurrencia dada en (4), puede escribirse de la
forma

xpn(x) = pn+1(x) + bnpn(x) + a121pn—1(x)- (8)

Un resultado inmediato que se puede tener a partir de esta
relacién de recurrencia (8), es el siguiente.

Teorema 1.3 Dos polinomios ortogonales consecutivos no
tienen ceros comunes. Es decir, Vn € Z*,C, NCp, ., =0,
donde C,, denota el conjunto de ceros de un polinomio p,,.

Demostracion

Sea {pn(x)}*,_, una sucesion de polinomios ortogonales
madnicos, supongamos por reduccion al absurdo, que existen
dos polinomios consecutivos que tienen un mismo cero, es
decir, pn(xg) = Pns1(x) =0, de (8) se tiene que
Pn-1(xy) = 0. Usando (8) repetidamente se obtiene que
po(xy) = 0, lo cual no es posible por lo visto en el teorema
1.1, por lo que se concluye que dos polinomios ortogonales
consecutivo no tienen ceros comunes. Estos resultados
pueden consultarse en [4, 5].
|
Otra propiedad de los ceros de estos polinomios que nos
sera Util en la seccion 11, en la demostracion de un modelo
electrostatico para los ceros de los polinomios de Chebyshev
tipo 11, se presenta en la siguiente proposicion.
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Proposicionl.1 Sea p, (x), el enésimo polinomio ortogonal
monico con respecto de la medida u(x) € M(R2), entonces
pn(x) tiene exactamente n ceros en el interior de Q.

Demostracion

Sean xq,x,,...,x, los ceros del polinomio p,(x), en el
interior de 2, donde el signo de p,, (x) cambia. Supongamos
que k < n, por ortogonalidad se tiene

k k
[ Jer=x0 pacon = [ [ J@-perdu=0, @

ademas, puesto que [T%_, (x — x;) p,, (x) no cambia de signo
en el interior de £2, su integral en (9) debe ser distinta de cero.
Por lo que tenemos una contradiccion de suponer que k < n,
asi que k = n y sabemos que no puede ser mayor que el
grado del polinomio, asi que k = n.
| |
Dentro del conjunto de los polinomios ortogonales, una
de las familias que ha sido mas estudiada, es la de los
polinomios ortogonales clasicos (ver [4]). Estos son los
polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi (con los casos
especiales de Legendre, Chebyshev y Gegenbauer). En la

A. Polinomios Ortogonales Clasicos

Los polinomios ortogonales cléasicos tienen su origen en una
variedad de contextos practicos y modelos, surgiendo como
soluciones a ecuaciones diferenciales y problemas de Sturm-
Liouville que estan relacionados con problemas de
contornos. Segln [2], se atribuye al matematico Legendre el
descubrimiento del primer conjunto de estos polinomios en
1784,

Definicion 1.2 Una sucesion de polinomios ortogonales
{pn(x) }ns0 Se dice clasica, si cada polinomio de la sucesion
es solucién polindmica de una ecuacién diferencial de
segundo orden del tipo,

Px)y" (x) + Q(x)y'(x) + 4,y(x) =0,

donde P(x) es polinomio de grado menor o igual que dos,
Q(x) es un polinomio de grado uno y 4, es un nimero real.

Milovanovié y Mitrinovié en [6] definen los polinomios
ortogonales clasicos, como aquellos que se pueden generar
por una férmula de Rodrigues

n

d
Bo() dar Y@@l n =01, ..

$n(x) = (10)

siguiente  subseccién introducimos esta familia de donde B, es una constante que depende de n, p es un
polinomios. polinomio cuyo grado es menor o igual que dos, y no
depende de n, w(x) es la funcién de peso, una funcién
positiva, integrable sobre (—1,1).
TABLA 1. Polinomios ortogonales clésicos.
Polinomios Representacion Dominio Medida (du(x) = w(x)dx)
Jacobi p@P [-1,1] (x = 1D%x 4+ 1DBdx,a,p > -1
Gegenbauer ce [-1,1] 1 -—x)%gx,a=p > —1
Legendre B, [—1,1] dx,a= =0
Chebyshev | T, [-1,1] A—x)"Vdxa=p=-1/2
Chebyshev II U, [-1,1] 1—x)YVdx,a=p=1/2
— 1 1
Chebyshev 111 V. [-1,1] (1-x)"2(1+x)2dx,a=—1/2, = 1/2
— 1 1
Chebyshev IV W, [—11] (1—x)2(1 + %) 2dx,a = 1/2,8 = —1/2
Laguerre L% [0, ) x%e *dx,a > —1
Hermite H, R e dx

En la tabla | presentamos los polinomios ortogonales
clasicos, junto a su representacién, dominio de definicién y
su funcién peso. En la siguiente seccion nos enfocaremos en
el caso especifico de los polinomios de Chebyshev tipo IlI.

I1. PROPIEDADES DE LOS POLINOMIOS DE
CHEBYSHEV TIPO 111 (V,(x))

Los polinomios de Chebyshev tipo Il se pueden obtener
como un caso particular de los polinomios de Jacobi, los
cuales satisfacen la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

A-x*)y"+[B—a—(a+B+2)x]y' + 1,y =0, (11)
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Ah=n(n+a+pL+1);n=012,..

Si consideramos a« = —1/2 y B = 1/2, la ecuacién (11) se
reduce a

(1= x)y" () + (1= 2x)y'(x) + 4,y(x) =0,

A, =n(n+1),n=012,.. (12)

Se obtienen los polinomios de Chebyshev tipo Il como
solucidn a esta ecuacion.
Si multiplicamos la ecuacién (12) por w(x) = /i—;‘x €

(—=1,1), tenemos

http://www.lajpe.org



Interpretacion electrostética de los ceros de los polinomios de Chebyshev tipo 111

d 3 idy 1+x
a[(1+x)2(1—x)za]+n(n+1) /—1_xy—0,

de la cual se deduce el operador de Sturm Liouville para los
polinomios de Chebyshev tipo 111

0y(9) = [ [e) o] + nn + Doy, @3

3 1
donde ¢(x) = (1 + x)z(1 — x)z.
Si consideramos las siguientes condiciones de contornos

¢(1) =0,
(-1 =0, (14)
|xllgl1y(x)| <

tenemos un problema de Sturm Liouville singular, tomando
x=-cosf y A, =n(n+1) en (12), (ver [2]) la ecuacion

para g(6) = cos (g) y(x), viene dada por

2

d? 1
g+<n+—> g=0.

- < 15
de? 2 12)

2
Como se puede consultar en [7], puesto que (n + %) >0,
esta ecuacion (15) tiene dos soluciones

91(0) = cos [(n + %) 6],

g-(0) = sen [(n + %) 6],

puesto que g(@) = cos (g) y(x), tenemos

cosl 2+ 3))

_ 16
yl(x) - COS(G/Z) ] 9 * T, ( )
y
1
sen(n+3)0] 17
yz(x) = w, 0 + m. ( )

Para profundizar méas en los problemas de Sturm Liouville y
las propiedades de sus autofunciones se puede consultar
[7,8]. Ahora debemos verificar que se cumplen las
condiciones (14) para (16) y (17).

Del operador dado en (13) sabemos que

() = (1+0)2(1 - )7

el cual verifica trivialmente las condiciones ¢(+1) = 0.
Puesto que x = cos 8 entonces para x = -1y x =1,

tenemos 6 = m y 6 = 0, respectivamente. Se puede

observar que ambas soluciones tienen una singularidad en

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 18, No. 2, June 2024

2301-5

6 = m, ya que cos (g) = 0. Mientras que y,(x) tiene una

singularidad esencial en 8 = m, la singularidad en y, (x) es
removible, aplicando L’ Hopital, tenemos

lim y;(x) = lim y,(cos8) = 2n + 1)(—1)",
x--1 0-m

por lo que, la solucién (16) es la que satisface las condiciones
de nuestro problema de Sturm Liouville singular (14), para
cada valor de n tenemos una solucién Ilamada autofuncion de
(13) y su autovalor correspondiente.

Este conjunto de soluciones (16), son los polinomios de
Chebyshev tipo 111y se representan de la siguiente forma

cos [(n + %) 0]
cos(6/2)

(18)

V,(x) = ,n=2012,..

De (18), obtenemos los primeros siete polinomios de
Chebyshev tipo 111

Vo(x) =1,

Vi(x) =2x—1,

Vo(x) = 4x% — 2x — 1,

Vi(x) = 8x3 —4x? — 4x + 1,

V,(x) = 16x* — 8x% — 12x2 + 4x + 1,

Vs(x) = 32x5 — 16x* — 32x3 + 12x? + 6x — 1,

Ve(x) = 64x° — 32x> — 80x* + 32x% + 24x% — 6x — 1.

Estos polinomios constituyen una sucesion de polinomios
ortogonales en [—1,1] con respecto a la funcién de peso

1+x

1—x’ (19)

wlx) =

y por lo tanto poseen todas las propiedades que vimos en la
secciéon 1. En las siguientes subsecciones demostraremos
estas propiedades para V,(x). Desde ahora en adelante la
expresion (2) trabajaremos con la medida de Chebyshev tipo
111, y usaremos la notacion

(V (), Vi (D),
1

= (o), V() = f V() Vi () (1) dx.

A. Férmula de Rodrigues

En esta subseccion usaremos una expresion para los
polinomios de Chebyshev tipo Ill, que demostramos en el
siguiente teorema.

Teorema 2.1. Los polinomios de Chebyshev tipo 111 se pueden
expresar como

F(l) = Fn+1+v)/x—1\"
"0 2,6 () @
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Demostracion

Si expresamos (12) en su forma estandar, tenemos

1-2x nn+1)

y'(x0) + m)"(x) + mJ’(x) =0, (21)

es evidente que (21) tiene singularidades en x, = *1,
ademas

1-2
L = (G- %) 1
y
nn+1)

T,(x) = (x — xO)Zl_—xz'

son analiticasen x, = +1,porloquex, = 1y x, = —1son
puntos singulares regulares de (21), por el teorema de
Frobenius, existe al menos una solucidn de la forma

[oe]

Y@ =) a, (=DM, ag %0, (22)

v=0

donde r y a, son constantes a determinar.
De (22) tenemos que

[oe]

Y =) a, v+ - D", 23)
v=0
y [ee]
y'(x) = Z a, v+ +r—DE-—-1)"7"2, (24)
v=0

remplazando (22), (23) y (24) en (12) tenemos

1
2ray(x — 1)1 (E - r)

+ [(/1,1 —w+rNv+r+ 1))av
—2(v+r+1) (v +r+ E) Ayyq](x — DV =0, (25)
de (22) y (25) tenemos

2r (% - r) =0, (26)

A=+ +r+1)

Ayy1 = 1 ay,
2(v+r+1)(v+r+7)

v =0, (27)

de (26) setienequer =001 = % parar = % la solucién que
se tiene no es polinomial, por lo que consideraremos el caso
r = 0. En (27) considerandor = 0y 4, = v(v + 1) tenemos

/In - Av
1
20+ 1) (v + Z)
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 18, No. 2, June 2024

a,, V= 0, (28)

Ayy1 =

I'(x+v)

una expresion mas general que se puede obtener de (28),
considerando valores de v, es

(An - AO)(An - /11) (ln B Av—l)

ay = ZVV!(%+ o) (%+ 1) (%+ . 1)ao,v 21 (29

de modo que, de (29) podemos obtener los a, en término de
aO.
Considerando las relaciones

=x(x+Dx+2).x+v—-1)= (x),, (30)
I'(x)

donde (x), representa el Pochhammer de x, y I'(x) es
Gamma de x, ademas

nl Tn+14+v)
n-v)! Tn+1) '’

(An - AO)(An - Al) (An - /11/—1) =
podemos simplificar (29)

! T(n+1+v)l (%)

a, Ao, v = 1, (31)

T =V nrm+ r (v+5)

por lo que una solucién de (12) es

yG) = ag+ ) ay (x=1)"

T(n+1+v)r (%)

v T + 1T (v+ l)

:a0+z(ni!
v=1 2
o 1 v
=Z(:)F(n+1+v)r‘(?)ao(x;1) ’

=0 'n+ 1T (v + 7)

ap, (x — 1)V

donde
(n) _ n!
v/ vi(n—=v)!
si en (31) tomamos a, = 1,

=3 (D ey

=N DT (v + 7) 2

por medio de la cual se obtienen los polinomios de
Chebyshev tipo 111, validando asi la expresion en (20).
|
Si consideramos el primer (v =0) y ultimo (v =n)
término en (20), podemos obtener una expresion para los
polinomios de Chebyshev tipo 111 ménicos,
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r (%) r2n+1)

V,(x) =1+ (x—-1"
2T (n + %)
I (32)
N F(j) Z(n)l“(n+1+v)<x—1)v
1 )
l“(n+1)v:1 v F(v+§) 2
de (32) podemos obtener
V,(D)=1, n=012,.. (33)
y el coeficiente principal
1
r (7) r2n+1)
Ky = —S———, n=012,..
r(n+5)2m!
usando la relacion dada en (30) y la propiedad
rn+1
Tenemos
1
_ F(g) ren+1) 2 T@n+1)
= (n+ %) 2l @n+ DI 2l
Kk, =2" n=012,.. (34)

de (34) podemos obtener los polinomios monicos de
Chebyshev tipo 111

Th(x) = K3V (x) € Py, (35)
donde P, denota el espacio de los polinomios ménicos de
grado menor o igual que n.

Para obtener un caso particular de la formula de Rodrigues
dada en (10), consultar [09], consideramos la funcién

hG) = A + 0™ — 0™, (36)

sin < m, laenésima derivada de (36) contiene un factor

1
_ x)m—n—f

)

1
1+ )™ ™21
por lo tanto

d™h an 1 1

(x) = —{(1 - 0)"2(1 + x)"”f} =0,
dxm dxm

x=+1

de este resultado se sigue que

d™h(x)

1
L—

) =0,
donde
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(1,

d”h(x)) _ fl he

dx™ _y dx™
ahora si consideramos el producto, obtenemos

. d™h(x)

t— 37)

Yy=10 m>n.

De (36) definamos el polinomio de grado m, &,,(x) como

_|[1=xd"h(x)
fm(x)_"l+x dx™ ’

(0 (D = e, T

entonces

(38)

Yy =0, n<m.

De (38) el polinomio &,,(x) es ortogonal a x™ para todos los
valores de n < m. Ademas, como {1, x,x?,...,x"} es una
base de P,, y de (37) y (38) se tiene que &,,(x) es ortogonal
a &, (x) con respecto a (19) para todos los valoresde n < m.
Por lo tanto, estos polinomios deben ser multiplos de los
polinomios de Chebyshev tipo 111 dados en (18), es decir,

M (X) = 1, (x),

Vo ()

N = T (39)

evaluando en x = 1, de acuerdo con Zsego [3] tenemos

11
2nn! Pn(_i'f)(l)
-n* 7

11 1
AP - (1-3),

n

£a(1) = (40)

donde

usando la siguiente propiedad

ny n! B 'n+1)
(k) T k'(n—=k)! Tk+DIn—k+1)

tenemos

(0-9 o+

n!(n—%—n)!zl“(n+1)l"(%)’

Pn(_%%) 1) =

asi que remplazando (33) y (40) en (39) tenemos
— Vn(l) _ r (%) (_1)nr(n + 1) 3 F(%) (_1)n

"M 2T (n + ) _Z“F(n+%),
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remplazando esta expresion en n,,&,(x) = V,,(x), tenemos la
férmula de Rodrigues para los polinomios de Chebyshev tipo
i

1
r (j) D" |1 - xd™h(x)
V() = N\ J1+x dxn (“41)
n —
2T (n+3)
Si comparamos (41) con (10), tenemos que
1
1+ 2"T(n+5
0= |7, B,= ( 2), () =1-x2.

Demostraremos algunas propiedades extremales que poseen
estos polinomios, seguidas de la siguiente definicion.

Definicidén 2.1. (Polinomio ménico extremal)

Sea |||l una norma sobre el espacio de polinomios P,
[lamamos n-ésimo polinomio moénico extremal con respecto
a |I*|l, a todo polinomio de la forma ,,(x) = x™ — @(x),

donde ¢(x) e P,,_, , tal que
l#uColl = min, (5, COI}

Consideraremos la siguiente norma, como un caso particular
de (1)

e —( f If(x)l”du(X)> dy = w(x)dx,

definida sobre P,,.

En el siguiente teorema, demostraremos que los
11

Vo ()
2’2

forman un sistema ortogonal en el espacio L(2 ")[—1, 1] con
respecto a w(x) y daremos una expresion para su norma.

Teorema 2.2. Si
1

V(). V() = f LoV o@dz,  (42)
entonces -
VGO V() = 0, m#m, (43)
y
VaGO V() = 1 (44)

Demostracion

Sin pérdida de generalidad asumiremos m < n. Ya que

@1 =0, =011
y de (41)
(=D 1 d™h(x)
(Vo (), Vi (X)), = T+ D) _an(x)de'

integrando por partes n veces
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(X)h( Yz,

(45)

Vn(x), Vin (0)), =

T 2T (n + 1)]
Por lo que de (45) podemos obtener (43) del hecho de que
param < n se tiene

ngn(x):
dxn 7

ahora consideremos m =n para obtener (44), de (42)
haciendo la sustitucion x = cos@ y considerando (18) se
tiene

V() Vi (x))
cos? (n + %) 0

T
= —J; w(cosH) e (—senb)do
T 1
= Zf cosz(n+—)6d6 =1.
0 2
n
Del teorema 2.2, si tomamos
- Vo (x) Vn(x)
V.(x) = =
"0 =l RN (49)
2'2
Tenemos
! 0, m #n
f1V ) V,(x)w(x)dx = {1’ m=n

de manera que V,(x), n =0,1,2,... en (46) representa un
polinomio de Chebyshev tipo Ill ortonormal, es decir, de
norma uno. El siguiente teorema expresa una propiedad
extremal para los polinomios monicos de Chebyshev tipo Il1.

Teorema 2.3. Para todo polinomio p € P, el polinomio

0 = )

/—\

)[ 1,1]. Ademas

Vi

Rl = 1l =

tiene la menor norma en el espacio L
min 1 |[pll (LY pE
L2 2’2

Demostracion
Supongamos que existe p,,(x) € P,, tal que

||I5n||L£_%%) < ||Vn||L(2_%%),

(47)
del teorema de Pitagoras se tiene

. 12 . ~ 2
2l ) = IV gy + llon = Tall” 23y

L2 2 2

(48)
de (47) tenemos
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I2nl (32 IIVnIILg_%%) <o,

considerando esto en (48)

. ~ 12
BTl (= O

2

(49)
puesto que (49) no puede ser menor que cero, tenemos que

A

P — 17'n||2 (13 = 0, entonces Pn—V, =0,
LZ 2'2

P =V,

por lo que se concluye que el polinomio monico extremal en
1

1
el espacio L(2 #[-1,1] es 7, ().

De (35), (44) y (46) se tiene que

Va(x)

271.

r/;l 11y = 11
%G ”Lg_ﬁ) Lg_i'i)
Vr

Vo 11y =
I (x)”L(z 1= on

1
2n

[
Otra forma de generar estos polinomios es por medio de una
funcién generadora.

B. Una funcion generatriz

Se pueden deducir diferentes funciones generatrices a partir

de las cuales se pueden generar los polinomios de Chebyshev

tipo 11, una de ellas es tomando la parte real de la identidad
it i6/2

. e
rne(n+1/2)19 - i
Z 1—ret

n=0

Irl < 1. (50)

En ambos lados de la ecuacion (50) separaremos la parte real
de la imaginaria

e% cos (%) + isen (%)
1—re® 1 — rcos(8) — ir sen()

[cos (g) + isen (%)] [(1 - rcos(@)) + irsen(@)]
[(1 — rcos(@)) - irsen(e)][(l - rcos(e)) + irsen(@)]

(1 = r)cos (g) (1 + r)sen (g)

= . 51
1 — 2rcos(9) + r? "1- 2rcos(0) + r? GD
Desarrollando el lado izquierdo de (50)
Z 7ﬂne(n+%)i9
- n=0
1 1
= Zr" cos <n+§>9 + isen (n+§)9

n=0
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= Zr" cos ((n +%) 9) + in”sen((n +%) 9),
(52)

de (50), (51) y (52) tenemos

> . 1 (1 = r)cos (Q)
nz(;r COS<<n+E)9) T1- 2rcos(0) i r? Ari<1
' (53)

tomando (53) y haciendo x = cos#@, tenemos

1-r

-~ 1 9
n _ — -
Zr €os (("+2> 9) cos (2)1 — 2rx + 12
n=0
1
0 Cos<(n+§) 6> 1—7

1 — 2rx + 12

n=0
i ) = L 54
T =T o + 2 (54)
n=0
de (54) podemos obtener los 1}, (x),
1 0™F(x,0) 1—-r
nl arm (), Fxr) = 1 —2rx + r?
n=0,1234,...

Definiremos una relacion de recurrencia a tres términos y una
relacion diferencial que nos permitirdn obtener los
operadores de ascenso y descenso.

C. Relacion de recurrencia a tres términos

Obtendremos el caso particular de (4) para
consideremos la identidad

Vo (%),

1 1
cos(n +E)9+cos<n—2+z)9

1
= 2cos(0)cos (n -1+ 5) o,
n=20,1234,...

(55)

al dividir (55) por cos(8/2)

COS(TL +%)9 COS(TL -2 +%)9

ws) s

1
_ 2c05(8) cos (n -1+ —) 0

2

s}

Vo (x) + Vyop (%) = 2xV,_1 (x);

]

y de (18), tenemos

n=123,.. (56)
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Remplazando n por n + 1 en (56), tenemos la relacion de
recurrencia a tres términos

Vn+1(x) = Zan(x) - Vn—l(x); n= 1;2;3!4; e (57)
conVy(x) =1y V;(x) =2x — 1.
D. Relacion diferencial
Six = cos 6 entonces Z—Z = —sen 0, por lo que
1
d d [ cos (n + 7) 0 )
5 (h00) = | ——5&— | = —senoU(x)

ws(9)
~(n+ %) cos (%) sen|(n+ %) 6]

cos2 6

705 (n-+3)6]sen(3)

cos? 0

Vi) = (n + %) cos (g) sen [(n + %) 9]
1
2

+

)

sen @ cos2 6

cos [(n + %) 6'] sen (g)
sen 0 cos? 6
si multiplicamos esta expresion, por (1 — x2) = 1 — cos? 6
y simplificamos, tenemos

1]

(1 = cos? BV, (x)
= (n + %) V2V1 = cos 0 sen [(n +

—% (1 —cos )V, (x),

)]

(58)

con algunos calculos trigonométricos se puede verificar la
siguiente identidad

V2 1—cosﬁsen[(n+%)6]

X (59)
= 2 (Vn—l (x) —

Vn+1(x)),

si remplazamos (59) en (58) tenemos

_Zn

(1 — cos? )V, (x)
1 1
=) (s ) = V1 (0) = 5 (1 = cos O)14,C0)

(1= x*)V; (x)
1
+ E) (Vn—1(x) - Vn+1(x))

1
—5(1 =)V (x),
n=1234,..

(60)

y (60) es una relacion diferencial para los polinomios de
Chebyshev tipo I11. Usaremos esta relacion para generar dos
operadores diferenciales asociados a estos polinomios,
conocidos como operadores de descenso y de ascenso.

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 18, No. 2, June 2024

E. Operador de descenso y operador de ascenso Opera-
dor de descenso

Despejemos —V,,, 1 (x) en (60)
—Vpi1 () =

4 2
1 N2
a1 LX) + 5= (),
n=1234..

Vo1 () +

ahora sustituimos esto en la relacién de recurrencia (57) y

tenemos
- n—1(x)
== i S (@) + 5 V(0 + 3 (L= ¥R,
5 - n—1(f) = Sr?Vn(x)d
=t A e

por lo que nuestro operador de descenso es

Sy = 2 { +1+(1 Z)d}
" T2 Ly
n=1234, ..

(61)

Por lo tanto, aplicando (61) a

V—1(x).

Operador de ascenso

,,(x) podemos obtener

De manera similar a lo que hicimos anteriormente,
despejemos —V,,_, (x) en (60)

—Vno1(x) =

(1 -x)W () -

V1 (x) — (1 =)V ()

2n+1 2n+1

n = 1,2,3,4, ... sustituimos esta expresion en la relacion de
recurrencia (57) y tenemos

Vn+1(x)

2n
] (n+ DxVp(x) —

T RIC)

(1 = xH)V, ().

2n+1

Vo1 (x) = Srﬂ/n(x)

1 d
= Dx —=— (1 —x? —} (%),
2n+1{(n+ )x 2 ( x)dx n (%)
por lo que nuestro operador de ascenso es

+ —

= 62
Sn 2n+1 62)

1 d
[ — 2)
{(n+ Dx > 1-x )dx}'
n=1234,...

Por lo tanto, aplicando (62) a
Vg1 ().

,(x) podemos obtener
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F. Cerosde V, (x)

A partir de la expresién trigonométrica (18) se puede ver que
los ceros de V,(x) en [—1,1], corresponden a los ceros de

cos [(n + %) 9] para 6 en [0, ], por lo que,

cos [(n + %) 9] =0,

Implica

(n+3)0 = (k=)m

ysolosio =D 1,
siysolosif = 1 T, =12, ..n,
por lo tanto
_ o= [Zk—l
Xpx = €0SO = cos 2n+1n'

Estos ceros verifican algunas propiedades que usaremos en la
seccion Il, las cuales vimos en la seccion | de manera
general, consultar [3], por lo que se puede concluir que si
V,(x) representa los polinomios de Chebyshev tipo lII,
entonces
o 1, (x) tiene exactamente n ceros simples en el
intervalo (a, b). (ver proposicion 1.1).
e Gy, NGy, = 9, (verteorema 1.3).
e Los ceros de 1, (x) estdn entrelazados, es decir,
Xn+1,k+1 < Xn,k < Xn+1,ks k = 1'2:"-
e Cy, esdensoen[-1,1].
De acuerdo con [10], Stieltjes planted una interesante
interpretacion de los ceros de los polinomios de Laguerre,
Hermite y Jacobi en términos de un problema de equilibrio
electrostatico. Partiendo de la suposicion de que n cargas de
un Coulomb son distribuidas en n puntos x4, x,,...,x, en el
intervalo (=1, 1). La expresion

D(xq, x5, e, Xp) = 1_[ |xl-—xj|,

1<i<jsn

se conoce como discriminante de x4, x,, ..., x,. Si las cargas
se repelen de acuerdo con la ley del potencial logaritmico,
entonces

—log(D(xy, x3, ...,xn)) = Z log;,

1<ioh< |x: —
<i<jsn

representa la energia del sistema de cargas electrostaticas y el

minimo de esta expresion da el equilibrio electrostatico. Los

puntos x4, x,,...,%, donde se obtiene el minimo, son los

lugares donde se asentaran las cargas. Stieltjes observo que

las posiciones de estos puntos estan estrechamente

relacionadas con la posicién de los ceros de los polinomios

ortogonales clasicos.

A raiz de los trabajos de Stieltjes se han desarrollado
investigaciones mas recientes [11, 12] y [13]. En la siguiente
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seccion plantearemos un modelo de equilibrio electrostatico
basado en los ceros de los polinomios de Chebyshev tipo I11.

I1Il. MODELO ELECTROSTATICO DE LOS
CEROS DE V,(x)

Supongamos que tenemos x; < x, <...< x,, N puntos del
intervalo (—1,1) en los cuales ubicamos n cargas unitaria,
positivas, colocamos dos cargas positivas z; = 1/4y z, =
3/4 en los extremos —1 y 1, respectivamente. Se puede
concluir que, si la interaccion de las cargas esta definida por
un potencial logaritmico, la energia total del sistema obedece
al equilibrio electrostatico, a saber, es minima, en x; < x, <
...< xp, cuando estos puntos coinciden con los ceros de los
polinomios ortogonales de Chebyshev tipo I11.

ATTE LT
. 4 P ’ ~
f 2 Zxts Zx, 90 @ Zxn-o Zan-y Fan 4 23 N\
1 '
1 1
v y T

1
N 14/ N, 3/4/

FIGURA 1. Interpretacion electrostatica de los ceros de V, (x).

Demostracion

Definamos la energia total del sistema como

Ep:R" > R
n n
Er(x, %000, %) = E(X1, X5, ..., %) + Z Vig, + Viz,
i=1 i=1
= - Z log|xi - xj|
1<i<jsn
n n
—zlz loglx; — 1| — 2z, Z log|x; + 1]. (63)
i=1 i=1

Debemos localizar las posiciones de equilibrio del sistema, es
decir, aquellas n-uplas que minimizan la energia total
Er. Por lo que, serd necesario verificar la existencia y
unicidad de ese minimo. Si se toman las cargas ordenadas,
resulta el subconjunto @ < R™ donde se busca la solucién

Q={Ce,xp,...,x7): =1 < xq,...,< x, < 1},
definamos la funcion

T(X1, Xp, ..., Xp) = e ETG1X20%0), (64)
es equivalente probar que E; alcanza un minimo en Q a que
T(xq,%3,...,%,) Obtiene un maximo, pues basta tomar
log(T™1).

Yaque T (x4, X5,...,X,) €S continua en Q y, ademas, Q es
cerrado y acotado, y por tanto compacto (teorema del valor
extremo [14, 15]). De aqui, se puede concluir que existe al
menos una n-upla (x7,x3,...,x;) €EQenlaqueT (64)y E;
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(63) alcanzan sus valores extremaos, estos no se alcanzan en
la frontera de @, pues de no ser asi sucederia alguna de las
siguientes circunstancias

i 3i # j:x; = xj porlo que T (xy, X;...,x,) =0

ii. i €1,2,...n:|x;| = 1talque E; = 0,
es decir, tendriamos que la energia total se hace infinita o es
cero, lo cual no es posible.

Puesto que los valores extremos no se alcanzan en la
frontera de @, se alcanzan en su interior, ademas T es
diferenciable en todo el interior de @, por lo que no tiene
puntos singulares, asi que (x7, x3,...,x;) €S un punto critico
estacionario; ademas como T es no constante y analitica en el
interior de @, por el teorema del médulo maximo [16], esta
funcién no contiene extremos locales en el interior de Q y por
tanto en (xj,x3,...,x;) se alcanza un extremo global, lo que
permite afirmar que en estas condiciones

VT (x5, x5, ...,x5) =0,
si y solosi

T (x3,x5, ., X,
O, X3 o Xn) _ o i 12, i,

axl'
por lo que
T (x5, x5, ., xt)  Oe ETX1x2.2n)
axl' - 6xl-
* * *
__ aET(Xp X2y o ,xn) e—ET(xi,x}---,X?z) =0,
. ~—_
0x; #0
por lo que
aET(xiklx;' ---lx:I) 0

axi

pero si consideramos la expresion de la energia total (63) y
teniendo en cuenta que

o, 1 ___1
ax Bl—yl T x—y

se puede ver que

- a_xl'ET(xik’x;' ey x:;)

1 Z Zy
= * *+ * + *
x=x x—=1 x'+1

de donde se obtiene un sistema no lineal de n ecuaciones con
n incognitas.

El siguiente lema ayudarda a relacionar la expresion (65)
con los polinomios de Chebyshev tipo I11, consultar [17] para
su demostracion.

=0,vi=12,...,n,

(65)

Lema 1. Sea el polinomio ¢, (x) = H;;l(x —xj) yseak
(kezt, zt = {0,1,2,..}) fijo y arbitrario, se verifica
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 18, No. 2, June 2024
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¢ (i) _
¢n’(xk)

1
2 Xk _x]" (66)

Jj*k

De modo que, podemos escribir la Gltima igualdad en (65),
usando (66) de la forma

27

19."(a) | 7 _
X +1

7 +
2¢, () x—1

+ 0, (67)

considerando (x{,x3,...,x;) en (67) para xj, se tiene
[Ge)? = Uy () + 2[z1 (x; + 1) + 25 Cez — D ()
=0,

ahora bien, si se denota como

(o) = (o = Dy () + 2[z,(x + 1) + z,(x — D]y (),

es lo mismo resolver

[(xp)? — 1y () + 2[z; (xi + 1) + 2, (x5 — D]y ()
= 0’
que
p(xg) =0,

ademas, como gr(¢,(x)) = n, es evidente que gr(¢(x)) <
n entonces ¢(x) € P,. Por lo tanto, se puede decir que
@(x) es igual a ¢, (x) salvo un factor real 4,, es decir,

@(x) = 1,¢,(x), y por tanto sustituyendo z, = % y z, = %
tenemos

1 3
(= DG +2[7 0+ D+ 2 = D] @)
= An@n (),

al simplificar tenemos

(=900 + (= 208,00 + htn() (g

La ecuacion (68), es exactamente (12), por tanto, los
polinomios de Chebyshev tipo Il son solucién de (68), de
donde se deduce que sus ceros coinciden con aquella n-upla
(x1,x3,...,x5), donde (63) alcanza su valor extremo.

Demostraremos que tal extremo es un minimo para (63),
para lo cual usaremos el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Generalizacion del criterio de la segunda
derivada) Sea f un campo escalar con derivadas parciales
segundas continuas D;; en una n-bola B(x), y designaremos
con H(x) la matriz Hessiana en un punto estacionario x.
Tenemos entonces
i Si todos los autovalores de H(x) son positivos, f
tiene un minimo relativo en .
ii.  Sitodos los autovalores de H(Xx) son negativos, f
tiene un méximo relativo en x.
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ili.  Si H(X) tiene autovalores positivos y negativos, f
tiene un punto de ensilladura en x.

La demostracién de este teorema se puede consultar en [18],
sabemos que

a 1 Zy Z5
—Er(x,%5,...,% = _——
0x; T( 122 ’ n) Xj=Xj xi—1 xi+1'

i#j

de aqui se tiene la matriz Hessiana

0%E+(x
H = (hy), hy = 9 Er(x)
( 1

- (e — x;)?
hi = 1 P S _—
LG - e ?

1#]

Esta matriz H se puede expresar como H = H; + H,, donde

H, es la matriz diagonal con —2— + (xi—zl)zen su diagonal
i

dx;0x;

i+k,

(xi—1)?
principal,

. 1
H, es la matriz formada por E ) en los elementos
Jj—Xi
i#j

correspondientes su diagonal principal, y — en el

(e—x)?
resto.

Obviamente, H,es una matriz definida positiva, pues z; >
0y z, > 0. Ademas, por el Teorema de Gerschgorin [19] y

[20] los valores propios estan en

n
n
U 0,2 !
— ' (o — x)?|
i=1
k=1

por lo que H, tiene todos sus valores propios no negativos.
Luego puede concluirse que H es definida positiva por ser la
suma de dos matrices definidas de la misma formay, de aqui,
por el apartado i del teorema 3.1 que la posicién de equilibrio
se corresponde con un minimo global de Er.

Para finalizar el teorema, demostraremos la unicidad de
(x1,x3,...,x5) en la que se alcanza este minimo global.
Supongamos que existen dos n-uplas que verifican ambas la
condicién de minima energia

—1<x;<x,<...<x,<1,
—1<xi<x;<...<xp<1,
. x;—xi| . .
si tomamos y; = % i =1,2,...,n, teniendo en cuenta las

propiedades de las medias aritmética y geométrica, se tiene
que

|3’i —YJ‘|

1

1
B | el et I B el
2 = 2 ’
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1 1
yl1+yl =11+ xl2]1 £ x/[=

Por tanto, atendiendo a la expresion de T, se tiene que T'(y) =
T(x)Y2T(x*)'/? donde la igualdad se cumple si y s6lo si,
x; = x;. Asi, queda demostrada la unicidad de la solucion.

|

IV. CONCLUSIONES

En la seccion I de este trabajo demostramos la existencia y
unicidad de una familia de polinomios ortogonales con
respecto a una medida yu € M(£2), obtuvimos una relacion de
recurrencia a tres términos y presentamos las propiedades de
un sistema ortogonal de polinomios en el espacio de Hilbert
de funciones y como caso particular mostramos la familia de
polinomios ortogonales clésicos.

Obtenemos los polinomios ortogonales de Chebyshev tipo
IIT como solucién a un problema de Sturm Liouville singular;
y sobre estos demostramos la formula de Rodrigues, una
funcion generadora, una relacion de recurrencia a tres
términos, una relacion diferencial, operadores de ascenso y
descenso, ademas demostramos que de todos los polinomios
ortogonales ménicos, el polinomio ¥, es el que tiene la menor

11
norma en el espacio L(2 2'2)[—1,1].

Demostramos que para x; < x, <...< x,, n puntos del
intervalo (—1,1) si ubicamos n cargas unitaria, positivas,
colocamos dos cargas positivas z; = 1/4y z, = 3/4 en los
extremos —1 y 1, respectivamente, si la interaccion de las
cargas estéa definida por un potencial logaritmico, la energia
total del sistema es minima, en a; < a, <...< a,, cuando
estos puntos coinciden con los ceros de los polinomios
ortogonales de Chebyshev tipo I11.
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