EDVCATIO PHYSICORVM
CAD T

OscilacOes e vibracdes mecanicas. Abordagem iy
tedrica e simulacdes

Bogos Nubar Sismanoglu*?, Eduardo Cezar Barbosa de Barros Aragio®, S0 B BSCTDIN 1
Marcelo Pego Gomes?, Delmo Mattos®
2nstituto Tecnoldgico de Aerondutica, Departamento de Fisica, Laboratério de Mecénica, ISSN 1870-9095

Laboratorio de Optica e Espectroscopia, S&o José dos Campos, S&o Paulo.
bUniversidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri, campus Janatba.

dInstituto Tecnoldgico de Aeronautica, Depto. de Humanidades, Departamento de Fisica,
Sao José dos Campos, Sdo Paulo.

E-mail: paulo.victor@ifrj.edu.br.

(Recibido el 18 de marzo de 2024, aceptado el 24 de mayo de 2024)

Resumo

Neste trabalho iremos elencar os topicos pertinentes ao estudo das oscilagdes mecanicas, desde o caso mais simples do
oscilador harmonico simples até o caso mais complexo das oscilagbes amortecidas e forcadas. As definicdes de
frequencia, periodo e frequencia angular so apresentadas para os casos relacionados aos movimentos periédicos com
amplitude constante e também para o caso das VibracGes forcadas. Estas sdo as provocadas por forgas perturbadoras
externas ao sistema, como por exemplo um pequeno terremoto vibrando uma mesa em equilibrio no solo ou a vibragéo
das janelas do trem ou &nibus em movimento. No regime estacionario com aplicacdo de forga externa e com viscosidade,
a vibragdo ocorre numa freqiiéncia diferente da frequencia natural vista no movimento harménico simples. Entdo, a
Ressonancia ocorre quando a freqiiéncia das vibragdes forgadas coincide ou se aproxima bastante da freqiiéncia natural
do sistema, elevando bastante a Amplitude (afastamento maximo do ponto de equilibrio) do movimento até um limite
fixo méaximo que depende do Fator de Qualidade do sistema, Q, proporcional a razéo entre a energia média armazenada
no sistema pela energia média perdida no ciclo devido ao amortecimento, sendo 2w a constante de proporcionalidade.
As Vibrages transitérias sao as que desaparecem com o tempo. As livres sdo de carater transitorio (no caso real, pois
no ideal ndo ha amortecimento e 0 movimento se perpetua no tempo) e as forgadas tendem a seguir o regime estacionario
apés um certo tempo de oscilagdo transitoria complexa, depois que a energia mecanica por muitas vezes varia
caoticamente, até atingir um equilibrio na vibragdo permanente. Os graus de liberdade de um sistema fisico dependem
do nimero de variaveis independentes (coordenadas generalizadas na Mecanica Lagrangiana) necessarias para
descreverem seu movimento. Por exemplo, no péndulo simples oscilando num plano vertical, a coordenada que descreve
0 movimento pode ser o angulo @ formado entre a vertical e o fio de sustentagdo, e no movimento de uma massa fixa a
uma mola, a oscilagio pode ser descrita pela coordenada x de afastamento da posicéo de equilibrio. A energia potencial
na mola é dada por U = kx?/2, onde x é a deformagcéo da mola, e a energia cinética dada por Ec = mv3/2, onde m é a massa
presa a mola e v a sua velocidade. Usamos a notagdo, a Ultima sendo a aceleragdo. Quando ha conservagdo da energia
mecanica, por exemplo no caso de um OHS, a taxa de variacdo da energia mecanica nesse caso fornece a equacdo
diferencial do movimento desse OHS: Gréficos serdo apresentados ao longo deste trabalho, obtidos através do software
Origin.

Palavras-chave: Oscilagdo, Periodo, Ressonancia, Fisica.

Abstract
In this work we will list the relevant topics to the study of mechanical oscillations, from the simplest case of the simple
harmonic oscillator to the more complex case of damped and forced oscillations. The definitions of frequency, period
and angular frequency are presented for cases related to periodic movements with constant amplitude and also for the
case of forced vibrations. These are those caused by disturbing forces external to the system, such as a small earthquake
vibrating a table balanced on the ground or the vibration of the windows of a moving train or bus. In the steady state
with the application of external force and viscosity, the vibration occurs at a frequency different from the natural
frequency seen in simple harmonic movement. Therefore, Resonance occurs when the frequency of the forced vibrations
coincides with or is very close to the natural frequency of the system, greatly increasing the Amplitude (maximum
distance from the equilibrium point) of the movement up to a fixed maximum limit that depends on the Quality Factor
of the system, Q, proportional to the ratio between the average energy stored in the system and the average energy lost
in the cycle due to damping, with 27 being the proportionality constant. Transient vibrations are those that disappear
over time. The free ones are transient in nature (in the real case, as in the ideal there is no damping and the movement
is perpetuated over time) and the forced ones tend to follow the stationary regime after a certain time of complex transient
oscillation, after the mechanical energy for many sometimes it varies chaotically, until it reaches a permanent
equilibrium in vibration. The degrees of freedom of a physical system depend on the number of independent variables
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(generalized coordinates in Lagrangian Mechanics) necessary to describe its movement. For example, in a simple
pendulum oscillating in a vertical plane, the coordinate that describes the movement can be the angle 6 formed between
the vertical and the support wire, and in the movement of a mass fixed to a spring, the oscillation can be described by
the coordinate x away from the equilibrium position. The potential energy in the spring is given by U = kx?/2, where x
is the deformation of the spring, and the kinetic energy given by Ex = mv%/2, where m is the mass attached to the spring
and v its speed. We use the notation e, the last being acceleration. When there is conservation of mechanical energy, for
example in the case of an OHS, the rate of change of mechanical energy in this case provides the differential equation
of motion for that OHS: Graphics will be presented throughout this work, obtained using Origin software.

Keywords: Oscilattion. Period of time. Ressonance. Physics.

I. INTRODUGAO

Oscilagoes na fisica sdo fendbmenos que se repetem durante
um intervalo de tempo, ou seja, s&o movimentos repetitivos
que voltam a sua configuragdo inicial apés um certo tempo
chamado de Periodo (T, z, P, etc). Como exemplos
temos: sistema massa - mola, péndulos, oscilagdes elétricas
(circuito RLC e outros), batimentos cardiacos, respiracao,
movimento dos planetas, diapasdo, metrbnomo musical, etc,
sendo que muitos dos casos envolvendo oscilacdo requerem
solucBes computacionais e a maioria se resolve por
aproximacdes para o limite idealizado de oscilacdo harmonica
simples [1, 2]. O oscilador harménico simples (OHS) é o
problema mais importante da fisica porque ele aparece na
maioria dos sistemas mecénicos em movimento, inclusive os
microscopicos, como na mecéanica quantica. Uma rede
cristalina que vibra pode ser entendido como um acoplamento
de um ndimero muito grande de 4tomos unidos por molas, que
fazem o papel das forcas intermoleculares. O OHS é uma
oscilagdo senoidal simples e periddica em torno do ponto de
equilibrio. Na situago real, no laboratério, existe sempre uma
forga de atrito agindo sobre o corpo, geralmente com pequena
intensidade e proporcional & velocidade. Molas tem massas e
podemos expressar 0 atrito entre os elos como forc¢a de atrito
proporcional a velocidade. A forca de atrito que aparece entre
superficies lubrificadas ou entre um corpo s6lido e um meio
liquido ou gasoso, geralmente depende de uma maneira
complicada da velocidade e uma tabela de dados
experimentais pode dar informacdes sobre ela. Em certos
casos a forga de atrito é proporcional a algumas poténcias da
velocidade, lembrando-se que essa forca é sempre oposta a
velocidade, realizando trabalho negativo com absorcdo de
energia. Entdo, para que um péndulo possa oscilar ad
infinitum, uma forca externa deve suprir energia para
contrabalancar essa perda por atrito e, num estado
estaciondrio, a taxa de variacdo da energia mecénica seria
nula. As equacdes diferenciais para 0 movimento do oscilador
harmdnico aparecem em muitos problemas de interesse e elas
podem ser deduzidas através do emprego das leis de Newton,
da energia mecénica, do analogo circuito elétrico RLC ou
também através da Lagrangiana ou Hamiltoniana do sistema
oscilador. A energia potencial pode fornecer a forca
deformadora do oscilador para casos conservativos. Se a
energia potencial do sistema tem uma curva complexa em
funcdo da posi¢do, nos pontos de minimo da curva o
movimento de oscilacdo da particula para pequenas oscilacdes
em torno destes pontos pode ser aproximado ao MHS. Assim,
vibragdes mecénicas de pequena amplitude de corpos
materiais reduzem-se a um OHS, desde que ndo se ultrapasse
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o limite eléstico do material. O movimento de estiramento de
molas, membranas, as vibra¢cdes sonoras num gas contido
num sistema fechado, é representado pelos Modos Normais
de Vibragdo; um circuito elétrico contendo um indutor (L),
uma resisténcia (R) e uma capacitancia (C), além de uma fem
E(t) senoidal, tem uma equacdo para a carga (q) e a corrente
elétrica (j) variando no tempo idéntica a equacdo do
movimento de uma mola que oscila num meio viscoso e sob a
acdo de uma forca externa oscilante. A equagdo de
Schroedinger para 0 movimento de um atomo deduzida a
partir do operador energia (¢ = -iid/dt) pode ser colocada
como no caso de um oscilador.

Alguns conceitos usados no estudo das oscilagdes ou
vibragBes serdo fornecidos agora. Vibracgdes mecénicas sdo
geralmente definidas para corpos que possuem massa e certo
grau de elasticidade. O movimento desse corpo se repete em
intervalos definidos de tempo. O Periodo (T) € um intervalo
de tempo em que o movimento se repete, ou seja, devera
alcancar a configurago inicial. No caso do péndulo simples,
0 periodo é o tempo gasto para que a massa retorne ao ponto
inicial de partida. Se hd amortecimento, entdo este ponto
nunca seré alcangado e o tempo de oscilagdo é chamado de
pseudo-periodo, com nos movimentos amortecidos. No caso
da mola com um peso onde ela é deformada até um certo ponto
e abandonada do seu repouso, 0 periodo € o tempo para que
ela retorne até este ponto (movimento de ida e volta). Para o
caso de um movimento amortecido (por exemplo, um péndulo
mergulhado na d4gua, uma mola pesada onde sua massa nao é
desprezada), a oscilagdo é verificada mas observamos que a
amplitude diminui com o tempo até que 0 movimento cessa.
Neste caso, o intervalo de tempo de ida e volta ndo caracteriza
uma oscilacdo completa, e chamamos este tempo de pseudo-
periodo. No caso da mola pesada ou quando nds
consideramos sua massa, ha atrito interno devido a isso e a
forca de atrito pode ser considerada como proporcional a
velocidade da oscilagéo, — ox . Um Ciclo € constituido de um

movimento completo efetuado durante o periodo ou pseudo-
periodo. Freqiéncia (f) é o nimero de ciclos por unidade de
tempo. Para um Unico ciclo, o intervalo de tempo é T. Logo, f
=T1e[T] =s, [f] = s Vibracdes livres sdo as que ocorrem
em um sistema, causadas por for¢as internas ao mesmo, como
forcas gravitacionais ou forcas elasticas, como no caso de um
pendulo simples. Vibracdes forcadas sdo as provocadas por
forcas perturbadoras externas ao sistema, como por exemplo
um pequeno terremoto vibrando uma mesa em equilibrio no
solo ou a vibragdo das janelas do trem ou Onibus em
movimento, o a vibragdo da maquina de lavar desbalanceada,
onde durante a centrifugacdo as roupas ficam amontoadas
num canto do tambor. Nos casos citados, poderd ter o
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amortecimento, quando por exemplo o péndulo oscila no ar
(fluido viscoso) ou a mesa vibrando no mesmo fluido. No caso
real, sempre havera amortecimento. O amortecimento retira
energia do sistema enquanto que a forca externa podera
fornecer energia. No regime estacionario de movimento de
oscilagdo, o balango energético total é nulo, ou seja, a taxa de
varia¢do nula da energia mecénica é a soma entre a potencia
(negativa - energia dissipada) da forca de atrito e da potencia
(positiva - energia absorvida) da forca externa. A freqiiéncia
natural fo de um sistema é aquela das vibragdes livres. A
freqliéncia angular natural sera dada por wo = 2zf; (rads™). Na
mola, wo =(k/m)*? onde k é a constante elastica natural da
mola, e no péndulo simples, wo = (g/1)*?, onde g é 0 mddulo
da aceleracdo gravitacional e | o comprimento do fio que
sustenta um peso. No regime estacionario com aplicacdo de
forca externa e com viscosidade, a vibragcdo ocorre numa
frequéncia diferente desta. Neste caso, a Ressonancia ocorre
quando a frequéncia das vibragBes forgadas coincide ou se
aproxima bastante da frequiéncia natural do sistema, elevando
bastante a Amplitude (afastamento maximo do ponto de
equilibrio) do movimento até um limite fixo méximo que
depende do Fator de Qualidade do sistema, Q, proporcional
a razdo entre a energia média armazenada no sistema pela
energia media perdida no ciclo devido ao amortecimento,
sendo 271 a constante de proporcionalidade. As Vibragdes
transitérias sdo as que desaparecem com o tempo. As livres
sdo de carater transitdrio (no caso real, pois no ideal ndo ha
amortecimento e 0 movimento se perpetua no tempo) e as
forcadas tendem a seguir o regime estacionario ap6s um certo
tempo de oscilacéo transitoria complexa, depois que a energia
mecanica por muitas vezes varia caoticamente, até atingir um
equilibrio na vibragdo permanente. Os graus de liberdade de
um sistema fisico dependem do ndmero de varidveis
independentes (coordenadas generalizadas na Mecénica
Lagrangiana) necessarias para descreverem seu movimento.
Por exemplo, no péndulo simples oscilando num plano
vertical, a coordenada que descreve o0 movimento pode ser 0
angulo 6 formado entre a vertical e o fio de sustentacdo, e no
movimento de uma massa fixa a uma mola, a oscilagdo pode
ser descrita pela coordenada x de afastamento da posicéo de
equilibrio. A energia potencial na mola é dada por U = kx?/2,
onde x é a deformacdo da mola, e a energia cinética dada por
Ec = mv%/2, onde m é a massa presa a mola e v a sua
velocidade. Usamos a notagdo X =ve X = a, a ultima sendo
a aceleracdo. Quando h& conservacdo da energia mecénica,
por exemplo no caso de um OHS, a taxa de variacdo da
energia mecanica nesse caso fornece a equacdo diferencial do
movimento desse OHS: mX +kx=0.

I1. OSCILADOR HARMONICO SIMPLES

O OHS é uma idealizacédo de oscilador linear cujo movimento
oscilatério ndo cessa no tempo, também conhecido como
oscilador livre. Vamos usar o caso de um sistema massa-mola
da Figura [1]. Seja o movimento 1D de um bloco de massa m

sob a acdo de uma mola de constante elastica k. A forca F
aplicada ao corpo é uma forca restauradora.
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FIGURA 1. Sistema massa-mola.

Se a mola esté na regido elastica, na qual a Lei de Hooke é
valida, a forca que a mola faz na massa m é dada por:

F = kx(—X), onde x é a deformagao da mola. Escolhendo um

referencial inercial, podemos usar a Segunda Lei de Newton,
2LN (Principio Fundamental da Dindmica, PFD):

F = p=ma =maX = m&k = —kxk =
mx +kx =0,

@

que representa a equacao do MHS.

FIGURA 2. Energia potencial.

No OHS a forga do sistema em movimento advém de uma
energia potencial pois a energia mecénica se conserva: Ey =
Ec + Ep, com a energia potencial, Ep = U(x). Observe na
Figura 2 o grafico de uma energia potencial qualquer, U(x) em
funcdo de x, para um movimento conservativo
unidimensional, onde este potencial claramente ndo é o de um
OHS na sua totalidade. Porém, para o intervalo de x
correspondente a [x1, X2], com ponto médio em Xo, a curva se
aproxima muito de uma parabola com a concavidade voltada
para cima. Assim, para uma energia mecanica E" nesta figura,
a particula material oscila entre os pontos mencionados, tendo
como Xo 0 ponto de equilibrio estavel, pois para E ndo ha
movimento (imagine na mesa uma mola sem de formacéo
unida a dois corpos, na situagdo de equilibrio, onde Xxo
representa o comprimento natural da mola, 1). Para os pontos
extremos x; e X2 a energia potencial € maxima e U(x1) = U(xy)
= E' quando a energia mecanica é E. No movimento
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oscilatério para esta energia, a energia cinética é nula para
estes pontos e € maxima no ponto de equilibrio Xo. Portanto,
para pontos proximos ao ponto de equilibrio, a particula
oscila. A forga é dada por F(x) = -dU/dx, entdo F é positiva
entre X1 € Xo € negativa entre Xo e x2. O trabalho da for¢a neste
intervalo € dado por W =—AU(x), sO depende dos pontos

extremos e AU (x) =—AE,, resultando A(U + E )=0. Para

descrevermos o movimento em torno do ponto de equilibrio
nesta figura, podemos a principio fazer uma mudanca na
origem do sistema de coordenadas. Sendo mais rigorosos,
expandimos a fungdo U(x) deste potencial complexo
utilizando a série de Taylor em torno de x = xo=0:

U(x)zU(x=0)+{M} X+
dx x=0

faum] o, 1fduw] ., @
ZA TG 6 o’ |

4
+i dU(x) x*+
24 x|

Note que a primeira derivada em x = 0 resulta zero por ser um
ponto de minimo; Chamando a segunda derivada de k, temos

finalmente, numa primeira aproximagao: U (x) = kx*/2,

F(x):—kx,k:{dzu(x)} :_(d':j )

dx? dx

2 ; - . .
Como {d U (X)} é sempre positivo, k sera positivo e a forca
2
ax* |
serd restauradora.

Como a energia mecéanica é conservada, a sua taxa de
variagdo temporal resultaem mX+kx =0, que é a equagio no
MHS, movimento em torno do ponto de equilibrio. Assim,
mesmo que o grafico do potencial seja anarménico, o
movimento préximo ao ponto de equilibrio estavel podera ser
aproximado ao MHS.

Observe que na expansdo na série de Taylor em torno do

- 3 7 Ve
ponto minimo da curva o termo duigx)tambem é nulo, e se
dx
quisermos ser mais precisos para um sistema ndo-linear,
podemos escrever F(x) = - kx - ex®, com € << k.

I11. LINEARIDADE DA SOLUCAO DO MHS

Vimos que a equacdo mx+kx =0 representaum MHS. Sendo
w,=+k/m a frequencia angular natural do OHS,
independente das condi¢Bes iniciais, com a razdo k/m

constante, a equacdo diferencial do MHS ¢é dada por
%+ w;x =0. Uma combinagdo linear de duas solugdes x; € x,

também é solucgdo desta equacéo.
Nesta equacdo diferencial: a) x é a variavel dependente e t
é a variavel independente. A equagdo é Ordinaria porque s6

2306-4

existe uma variavel independente; b) a equacéo é Linear pois
s6 existem termos lineares com respeito a varidvel
dependente, x (por exemplo, ndo h& o produto xdx/dt ou
outros); ¢) a equacao é de 22 ordem, pois a ordem da maior
derivada é a 2%; d) a equacdo é Homogénea, pois ndo contém
outros termos além das incognitas (variaveis dependentes) e
suas derivadas.

IV. SOLUCAO DA EDLOH DO MHS
A solucdo para a equacdo MHS é:

X+ a?x=0-—> multiplicando por 2x vem

- 200+ 0§ 2 =0, [ 2% = ~[ 0 22 >

x* =-a}x* +C é aequacdo integrada;

aplicando as condic0es iniciais:
X(t=0)=A->X(t=0)=0=-0)x"+C —>C
N K =X+ R > X =t A X
Tomando-se o sinal negativo e integrando, temos:

dx
o

trigonométrica apropriada, vem:

= wojdt. Fazendo a substituicéo

cos™ [%) =t +a — x= Acos(a,t + a).

Ela possui 2 constantes arbitrarias pois a equacdo é de 2°
ordem. Nela, A = (2E/k)*? é a amplitude, ou seja, 0 maximo
deslocamento da posi¢do de equilibrio e o € a constante de
fase ou fase inicial. O periodo de oscilagéo para completar um
ciclo é T = 2x/wo. A frequencia angular mg € uma constante
que representa uma caracteristica fundamental da oscilacéo.
Seu valor é determinado unicamente pelas propriedades
mecanicas do sistema, ndo dependendo das condigdes iniciais.
A fase variando no tempo pode ser escrita como ¢(t) = at+a.

Apos um periodo, t' =t + T, escrevemos

PE+T)=,(t+T) +a = p(t) + 27 —
T PE+T)—¢(t) _27 4)

Wy Wy

V. CAI:CULO DAS CONSTANTES PARA A
SOLUCAO DO OHS

Vimos que a solucdo é dada pela equagdo senoidal:
X(t) = Acos(m,t + ) - Para a origem dos tempos t = 0, temos a

solugéo para x(t): x(t=0)= Acos(«). Para a solugéo da
velocidade: v(t) = x(t) = —Aw,sen(a,t + @).

Nessa equagdo, para t =0, v(0) =—Awm,senc -
Assim,
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sen(a) 1 v(0)
cos(er) @, x(0)’
v?(0)

0

tg(a) =

A? = x%(0) + (5)

V1. CONSERVACAO DA ENERGIA MECANICA

Vamos integrar msx+kx=0, com as seguintes condi¢des
iniciais: x(t = 0) = Xo e v(t = 0) = vo. Usando a regra da
cadeia:

dx dxdx _dx _dx
=—=——=X—_ mX—+kx=0
dt dxdt dx dx

- mede :—kxjxdx

. . 6
mEmi gk ©

2 2 2 2
mx?  kx? G 2
L +k—x":EM -
2 2 2 2
conservacé da En. mecénica.

Podemos obter essa Lei de outra maneira, observando que x
é funcéo do tempo:

mX+kx=0— multiplicando por X —
mxX + kxx =0 < —+—|=0,
55 o

. omx? kx
assim: — 5 = E,, =constante de

2
movimento.

Através da Lei de conservacdo, podemos obter novamente a
equacdo do MHS:

mx®>  kx* dx  [2E kx
—=E, > — -
2 2 dt

X t

J’Lz: J' dt,

W [2E_ Ko @)
m 2

através da substituicdo trigonométrica

X = /%sen(gé), obtemos:

d=¢+ \/7t 0 que fornece a seguinte

equacdo horéria: x = /%sen((ﬁo + ayt). 9)
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Para determinar ¢ devemos usar as condi¢des iniciais:

Xy = /ZkE sen(¢,) parat, =0 onde (10)

¢, = arcsenx fL
0 0 2E

A velocidade em fungdo do tempo é:

X = \/% cos(g, + w,t). (11)

Podemos mostrar que a relagdo x = /ZTEsen((po + )

é equivalente a combinacdo linear de fungdes seno e cosseno

X = Asenaw,t + Bcosa,t .

X = f%sen(gﬁO + wopt) =

/% (seng, cos at + sena,t cos g ) e

usando as constantes

\/7005¢0eB \/75en¢0,

obtemos x = Asenam,t + B cos at. (12)

VIIl. PENDULO SIMPLES

Seja um péndulo simples de massa m (uma bola pequena ou
outro objeto), Figura 3, e um fio de comprimento I. No
laboratério, podemos montar facilmente este péndulo, usando
uma linha fina, com comprimento que podemos variar a cada
medicdo do periodo T, e também de um peso, por exemplo um
objeto irregular, cujo centro de massa queremos também
determinar, além da aceleracéo da gravidade local. Assim, as
incognitas sdo o valor de g e do CM do corpo pendular. O
periodo é conhecido por todos (iremos deduzir depois) e é

l+x

Y

equacdo obtemos a equacdo de uma reta em T2
| = g

Ar®

Experimentalmente, variamos o comprimento do fio 10
vezes e para cada comprimento, medimos o periodo com um
crondmetro. O gréfico resulta numa reta onde o coeficiente
angular fornece g e o coeficiente linear, x.

Devemos oscilar o péndulo num &ngulo de abertura
pequeno, conforme mostraremos a seguir, para que O
movimento seja um MHS.

dadopor T =21 , onde x é a localizagdo do CM. Desta
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FIGURA 3. Péndulo simples.

Na Figura 3, o péndulo tem comprimento | (x = 0) e
decompondo as forcas no sistema de coordenadas normal e
tangencial, temos:

F= % — —mg cos(0)4, + T4, —mgsen(#)d, = ma. (13)

Na dire¢8o tangencial, -mgsen(¢) = ma,
e a aceleragdo vetorial é dada por

2
a=vl + 0 =al +ad, . (14)
Yo
O comprimento do fio é constante
onde
v=I0 >v=10=a .. gsen(@)+a =0—
gsen(d) +16 =0 . (15)
Assim:
3 5
d+9sen)=6+3[0-2 % .. 0. (16)
I | 3! 5!

Para pequenos angulos, & < =<1 rad, podemos
desconsiderar temos superiores para 4, a fim de
transformar a equagéo acima numa equagdo de MHS:

0 +Ig0 =0 . esta é uma equacao andloga ao do OHS

da mola, onde aqui @, =/g/1 =27/T.

Podemos observar que o periodo de um péndulo simples para
pequenas amplitudes iniciais, ndo depende da amplitude
(pequena), ndo depende da massa m, mas depende do
comprimento |.

VII1. PENDULO FiSICO OU COMPOSTO

O péndulo fisico da Figura 4 é um corpo rigido suspenso e
livre para balancar em torno de um eixo que ndo passa pelo
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centro de massa e que se especifica a posi¢do do corpo pelo
angulo 6, entre a vertical e uma linha perpendicular ao eixo e
que passa pelo ponto O, e passando pelo centro de massa G.
Aplica-se o torque total exercido pelo peso P que passa pelo
ponto G para obter a equacdo do MHS para pequenas
amplitudes [1].

FIGURA 4. Péndulo fisico.

Na figura do péndulo fisico acima, o torque do peso em
relacdo a O seré:

N,=FxP=Igd= IL,H.I\.’ .Sendo 7' = asen(@) —acos(8)] o vetor posigdo da forga peso em relagio
ao ponto O¢ P =—mgj . Assim, N, =7 x P= —mgaxen(b))l\: . Portanto :IU(;K: = —mgusen(b’)/\: -
mga

6 +—=—sen(6) = 0 ¢ a equagio diferencial do péndulo composto. Fazendo a expansdo em seno e

o

2 5 mga : A ;

para pequenos angulos, fica :0 + ——@ = 0, analoga ao do péndulo simples.
o

ga

o

Definindo o raio de giragdo K, como I, = mK,”, temos : € + 6 =0.A frequencia angular

-
| ga

mga -4 2 2
|—>= = |=5.Paraum péndulo simples de mesma massa m e que esta

para o MHS serd o, =

| 2
Vi VK

auma distancia / do ponto O, paral/ = I,/ ma = K ,"/a ,0 movimento desse péndulo simples

corresponde ao do péndulo composto, onde / = a + b na figura.

O ponto O na Figura 4 situado a uma distancia | de O é
chamado de centro de oscilagdo ou de percussdo. Deste
modo:

l=a+b—>al=a’+ab—> K =a’+ab. (17
Porém, pelo teorema de Steiner, sabemos que

l, =1 +ma® - KZ =KZ +a% (18)

Comparando estas duas ultimas equagdes, temos que
KZ=ab.
Como esta equacéo é simétrica em relacédo a ab, conclui-

se que se o corpo fosse suspenso por um eixo paralelo
passando por O', o centro de oscilacdo estaria em O.

IX. SUPERPOSICAO DE 2 MHS

A superposi¢do de movimentos harménicos é particularmente
importante no estudo da ondulatéria. Fenémenos de
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batimentos e interferéncias sdo explicados através da
superposi¢do. Vamos estudar alguns casos de superposicao.
Vimos que a equagBes de MHS sdo lineares e, portanto, a
combinacdo linear de duas solucbes também é a solucdo
procurada. Se X1 e X, sd0 soluc@es, entdo ax; + bx, também
serd uma solugdo.

X.2 MHS COM MESMA FREQUENCIA E FASES
DISTINTAS, MESMA DIRECAO

Sejam: X1 = Aicos(wot + @1) € X2 = Axcos(wot + @2). A
superposicao desses 2 MHS ¢ dada por x = x; + X2. Como a
projecdo de um MCU fornece um MHS, para obter x basta
fazer a soma vetorial (regra do paralelogramo na figura
trigonométrica no plano xy). Outra maneira seria usar a
nota¢do complexa, obtendo-se:

X(t) = Acos(a,t + ¢,) onde

A=A+ A +2AA, cos(g, —¢,) € (19)
com a fase dada por
5= st )
Agora teremos a superposicao
X()=x0+x1), (21)
onde
X ()= Acos(wr +) , (22)
e XM= Acos(wr+d,).  (23)

Esta superposicao s sera periodica se aT1 = bT», ou seja, se
T4/T, € Q (racionais, podem ser escritos na forma de fracdo).
Caso contrario, sdo incomensuraveis. Um caso particular é
obtido quando [1, 2]

o, ~ 0, >0, -, << o, (24)
Seja A= A,

Neste caso:
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X(1) =%, (0 +%,(t) =

2Acos(a)2 ;wljtcos(wz ;wljt =

At) cos[%jt.

(25)

Na equacdo acima, o primeiro termo (diferenca entre as
frequencias) varia muito lentamente com o tempo e o segundo
termo (soma das frequencias) varia muito rapidamente.

termo lento
(envoltéria)

termo rapido

#

amplitude (u. a.)

T T T 1
9,75 10,00 10,25 10,50

tempo(s)

FIGURA 5. Superposicdo de 2 MHS.

T
9,50

Na Figura 5, feita no Origin (OriginPro 9 64 bits for free
download), fizemos o grafico onde

y = ¢0s(1602.165*col(A))*cos(6.283*col(A)), (26)
e coluna A(tempo) = 0.0001*(i-1), onde i = 1, 2, 3, ...,n, para
a superposicdo de 2 MHS com frequencias de 256Hz e 254Hz,
amplitudes iguais A = 1(u. a.); as frequencias angulares dos
termos rapidos e lentos sdo de 510m rad/s e 2w rad/s; A
envoltoria A(t) modula o batimento, pois num intervalo de 1s,
temos 2 zeros, ou seja, a amplitude da resultante se anula 2
vezes, com periodo de batimento de 0,5s, ou seja, a cada 0,5s
a amplitude se anula. A frequencia de batimento é dada por f,
= (fz - fl)

X1. 2 MHS COM DIRECOES ORTOGONAIS

Seja uma forca restauradora em 2D:

F=—ki=—k(Xi+y))=mf >mx+kx=0, (27)
e

my +ky =0, (28)
X = Acos(at +¢,) ey =Bcos(at +4,). (29)

Vamos supor ¢, =0e ¢, =¢
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Como eles tem a mesma frequencia, entdo a superposicdo
sera periddica. O sistema deve percorrer uma trajetoria no
plano xy e para ver melhor podemaos fazer o grafico de y = f(x).
Entdo: x = Acoswot e Y = Bcos(wot + ¢).

(%jz + (%jz - 2(%] [%] cos¢ =sen’p. (30)

No caso em que a frequencias ndo sdo iguais, poderemos ter
as figuras de Lissajous na superposicdo de 2 oscilacfes
harmdnicas. Sejam:

x = Acos(wyxt) e y = Bcos(wyt). (31)

Se arazdo wy/mwy € Q, a trajetdria sera fechada nos movimentos
periddicos e as figuras de Lissajous serdo observadas (ver
figura abaixo).

(3 (8] Aol
= sen’((ow, - a)y)t) (32)

Esta ¢ uma equacdo da elipse que se deforma com o tempo
(Figura 6).

FIGURA 6. Figuras de Lissajous.

Na situacdo tridimensional, a trajetéria da massa m no espacgo
serd fechada se wx, wxe wyforem comensuraveis, ou seja:

— == (33)

e 0 movimento serd periddico. Na composicao gréafica de 2
movimentos oscilatérios formando a figura de Lissajous,
sendo que em cada direcdo hd uma frequencia fixa, se por
exemplo hd uma determinada frequencia na vertical e na
horizontal temos o dobro dessa frequencia, entdo podemos
escrever:

@, _1 _ndmero de tangentes em x (34)

@, 2 nlmero de tangentes emy

X

X11. OSCILACOES AMORTECIDAS

Vimos que o oscilador linear ou OHS é uma caso de oscilador
livre, ou seja, 0 sistema oscilante é conservativo e a energia
mecanica E se conserva, pois é uma constante de movimento.
A taxa de variacdo temporal de E é nula. Na prética, no caso
real, ocorre a dissipacdo de energia e a oscilacdo serd
amortecida com amplitudes cada vez menores ao longo do

2306-8

tempo. Vamos entdo incluir o efeito do amortecimento através
de uma forca de amortecimento dissipativa na ED o0s
oscilador, a fim de simular o caso real (Figura 7). No sistema
1D vamos considerar que o sistema massa-mola se move num
fluido ou liquido onde h& forcas de atrito dissipativas,
descartando possiveis turbuléncias para velocidades ndo
muito elevadas.

X,=0 X

FIGURA 7. Oscilador amortecido.

A forga de atrito é oposta & velocidade e seu mddulo aumenta
com a velocidade. Nos fluidos ela é dada por:

Foo =—pXi —CX% . (35)

O primeiro termo & direita € o termo viscoso e 0 segundo é o
termo de presséo para velocidades muito elevadas. Para baixas
velocidades, F, =-pxi, onde p €& o coeficiente de

amortecimento viscoso. Seguindo o procedimento anterior,
vamos aplicar a 2L N ao sistema:

PFD:F,=ma=mX—> —pX—kx=mX —
mX + pX + kx =0 (EDOH).
onde foi definido w,” =k /m, y = pl2m,
sendo k a constanteda molae y o
amortecimento.
As unidadessdo:[w,|=rad /s, [y]=s7,
[]=N/(m/s)=Ns/m=kg/s.

Portanto: X + 2yX + w?x = 0.

Veremos depois que a frequencia natural
da mola @, e 0 amortecimento

(que tem unidade de
frequencia também), concorrempara
comandar o tipo de oscilagéo que resultara
desta composicao.

Vamos usar a notagdo complexa z cuja parte real nos daré a
posicdo do moével x(t), Re(z) = x, e resolvemos a equagéo

7+2y2+a}z=0, cujasolugdo é z=e"
—a’+2ya+} =0, (36)

As raizes desta equagao caracteristica sdo:

a=-ytr-af . (37)
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A solucéo entdo depende da relagdo entre y e wo:

a) y < wo — 0 amortecimento ¢ subcritico ou subamortecido
e a solucdo seré oscilatéria com amplitude decrescente.

b) y > wo — o amortecimento ¢é supercritico ou
superamortecido e a solucdo serd exponencial (ndo
oscilatoria).

C) y = wo— 0 amortecimento ¢é critico e a solugdo exponencial

(ndo oscilatoria).

Xll.a CASO a: y < w0 — O AMORTECIMENTO E
SUBCRITICO OU SUBAMORTECIDO

Vimos que

a=—7i1/7/2—a)02; (38)

é 0 caso mais importante, onde o amortecimento € suave,
principalmente quando y < < wo. Na raiz da equagdo

caracteristica, /> — . € imaginario, pois y < wo. Seja

o=\l -y s>ty -af =

+ —(a)g—yz):iria)—)a:—yiia). (39)

A solucéo para z é:

z=Ae " 4 Ae ' onde
A =|Afe e A, =|A s

(40)

Assim: x(t) = Re(z) = Ae " cos(at+¢). Observe que
X(t) é real, com as constantes A e p reais e @ =./w? —y* . Se

0 amortecimento pode ser desprezado, entdo y = 0 e a solucéo
sera x(t) = Acos(at + @), que € a solugéo para o MHS. Na

solucdo para o caso subcritico,

X(t) = Re(z) = Ae cos(at+¢), podemos verificar
que esta solugdo é oscilatéria com a amplitude variando com
0 tempo, Ae ™ sendo A a amplitude maxima em t = 0.

Chamamos a curva Ae ™" de envoltdria e podemos visualizar
o gréafico de x(t) em funcdo do tempo na figura abaixo.
Fizemos a Figura 8 no Origin [3] com os seguintes dados:

A =1(u.a.); ¢ = 0; wo = 2nrad/s; para o amortecimento v,
consideramos os casos: fraco, y = 0,5s; médio, para y = 2,0s"
L. forte, y = 5,0s, para situagdes onde sempre y < wo. Ha
também a curva para o OHS (y = 0) e a envoltéria e (linha
vermelha tracejada) que modula a curva x(t) para y = 0,5s%.
Observe que a amplitude decai exponencialmente quando ha
amortecimento. A envoltdria da oscilagdo tende a zero no oo.
A frequencia o (sempre menor que wo natural da mola) na
solucdo
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X(t) = Ae ™ cos(at + ), (41)

ndo ¢ verdadeiramente uma frequencia natural, como ¢ wo,
pois o0 oscilador nunca passa 2 vezes pela mesma posi¢do com
a mesma velocidade. Logo, o sistema ndo é periddico.
Chamaremos de pseudo-periodo o intervalo de tempo T =
2n/w.

1.0 ~ -~ OHS
5 i !

[ Y o - -envoiania

ro05s

054 ' | / | 1208

s | — =508

amplitude (u.a)

0.0 e ; = |

-0.5 4

. ——
0,0 05 1,0 1,5 2,0 25 30
tempo(s)

FIGURA 8. Oscilagdo amortecida.

As constantes serdo:

VO
2 —ty
as e Wt ) g % T )
w

2
w

A energia mecénica do oscilador amortecido pode ser escrita
como E(t) = Ecin(t) + Epat(t) € a taxa instantanea de dissipagdo
dessa energia pode ser obtida através do Balanco de Energia:

dE(t)_E(E +E ):i lm)’(2+1kxz
cin pot dt

dt dt 2 2
= mxXX + kxx. (43)
Pela equacéo do movimento, temos que
MK + kX = —pX. (44)
Assim:
E(t) = —pX°, (45)

onde p € o coeficiente de amortecimentoviscoso.

A presenca da forga de atrito viscoso f, =—pxi resulta

na perda gradual de energia que ocasiona o decaimento com o
tempo. De outro modo, podemos afirmar que E(t) = E(0) +
Wrat, onde E(0) é a energia total em t = 0 e Wiy € 0 trabalho
feito pela forca de atrito no intervalo de 0 a t. Sabendo-se que

f . =—pxi, pode-se calcular a diferencial do trabalho da
forca de atrito dWi :

deat = fatrdx = fatr %dt = (_,DX) Xdt =
L dE@ dEQ) AW,
— XZdt _ =¥,
PR T Ta ae ” (46)
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Que é negativo, 0 que representa a energia dissipada na forma
de calor.

Podemos analisar que fracdo da energia é dissipada em
cada ciclo do oscilador, onde consideraremos cada ciclo como
a ocorréncia entre 2 maximos consecutivos; para o
amortecimento fraco, y << wg, podemos aproximar o termo de
amortecimento 7" como constante em 1 ciclo de oscilagéo
(a envoltoria cai muito suavemente com o tempo, e em 1 ciclo
completo ela cai muito pouco). Também, podemos estudar a
energia média durante o pseu-periodo de oscilagdo, que se
obtém através da equacéo:

E@t) = % ["E®)dt. 7)

Vimos que

X(t) = Ae ™" cos(at + @) — X(1)
=—Aye " cos(wt + @) — Awe "'sen(wt + @) =
—Awe"'sen(wt + @), pois y << @,. (48)

Substituindo x e v na equacédo da energia, vem:

E) =Lme? + 1k =
2™

% mAZ’e " w’sen’ (wt + @) + % kA’e " cos® (wt + ¢). (49)

Para obter E (t), como e™ foi aproximado para uma constante

no ciclo, entdo basta calcular a média do seno e do cosseno ao
quadrado na equacao da energia obtida acima.

Assim: E(t)= % mAZe 20’ (1/2) + % kAZe 2 (1/2).
Porém, vimos que @~ @, Se y << @,.
Logo: E(t) = 1 ma)g A2e~2", Para 0 amortecimento fraco,
2

a energia média do oscilador decai exponencialmente com o
tempo. Escrevemos entdo: E(t) = E,e ™", onde a energia

inicialemt=0¢ EO . Na Figura 9 abaixo vemos o gréfico da

energia mecanica variando no tempo para 0 caso de
amortecimento suave, onde m = 1kg, o = 2arad/s, y = 0,55
(linha cheia) e também o gréfico da energia média com
aproximagcdo feita acima. Observa-se em E (t) = E,e % que a

energia decai muito mais rapidamente, mais rapido do que o
decaimento da amplitude (A cai com e7). O tempo necessario
para que a energia caia para 1/e (= 0,368) de seu valor inicial
¢ chamado de tempo caracteristico ou constante de
decaimento, zaec, dado por:

E(t=r4)=Ey/e=Ee ™™ - 274, =1. (50)

1 _2m_ M Se 6 pequeno, ze: — o, e se
2y 2p p

y € grande, tgec — 0. Também, podemos escrever a derivada
temporal do logaritmo da energia:

Portanto, 7 -
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i(m E):é(i:i:—zy, (51)

que representa a taxa fracional do decréscimo da energia.
Vimos que dE/dt = -pv?, entdo a perda da energia ndo é
uniforme. Essa perda é maxima quando a velocidade for
maxima e sera nula quando a velocidade for nula (na
amplitude méxima), conforme se observa na figura abaixo
(direita).

~
o
1

energia mecanica

para amortecimento suave

-
o
1

----- energia média no amortecimento suave

FIGURA 9. Energia mecénica E versus tempo.

204,

energia mecanica

dE/dt

FIGURA 10. Taxa de variagdo de E.

Vamos abordar agora o fator Q de qualidade. Q é uma
quantidade adimensional que representa o grau de
amortecimento de um oscilador. Quanto maior o valor de Q,
menor serd o amortecimento. No caso de um OHS idealizado,
este valor tende ao infinito. Q é definido como sendo o
produto de 2w pela razdo entre a energia média armazenada no
sistema e a energia média perdida num ciclo:

Q= 2,;(% . Como vimos, o tempo de decaimento para a

energia ¢ dado por ; _1 _2m_m e g4energia cai para
2y 2p p
1/e de seu valor inicial. Logo, o nimero de radianos

deslocados até que a energia caia para E, /e sera dado por:

szﬂ%, onde T é o pseudo-periodo do oscilador.
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2lz-dec w1, =0 =~ Lasers podem
I

p 2y
alcancar Q = 10 e atomos excitados, 107. Para o caso de
amortecimento  fraco, onde y << @o, temos que

O~ w,= \/V Neste caso, Q=a M _ % e aenergia média
m ‘o 2y

Portanto, Q=

_ _ -y
serd E(t)=E,e ™" =E,e © . Ataxade variagdo temporal da

energia é:
dE __a Eoe_ﬁt — % E . Paraum ciclo, dt = T = 2w/wy,
dt Q

E

(~dE).

e o fator Q pode ser obtido: Q =2

Xllb v > @ — o AMORTECIMENTO E
SUPERCRITICO OU SUPERAMORTECIDO

Vimos que de um dado z complexo, Re(z) = X, e resolvemos a
equacdo diferencial

2+2y2+wiz=0, cujasoluio éz =

e > a’ +2ya+af =0, (52)
onde as raizes desta equacao caracteristica sdo:
a=-y+.y’—wf =—y+pB, onde B=\/y —w. (53)
Solugdo:
x=Ce™ =Ce M =C e +C e, (54)

onde temos 2 exponenciais decrescentes, pois—y+ <0 e

—y— =<0, onde e“*”" vai a zero mais lentamente.
Esta solucdo nos remete as fungdes hiperbdlicas (Figura 11):

e™ = cos X + isenx
e ™ = cos X —isenx

ix

e
S.COSX =

—ix X —X

.. e'+e
— cos(ix) = = cosh x

ix —ix -X X

€8 L sen(in=2_C
2i

CLSenX =

X —X

. e’ —e
isenhx — senhx =

icosh X = senhx; i senhx =
dx

cosh x; itghx =sech?x
dx

Os gréficos destas funcgdes estdo na figura a seguir.
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Y "
2
a ®  senhx
® coshx

4 tghx

[}

| -
2] f

FIGURA 11. Funcoes hiperbdlicas.

Vimos que

e re? e
+
2 2

e [(C, + €, )eosh fr +(C, = C, Jsenhffr] = x(r) = & *[a, cosh fir + a,senhfi|

-e
2

p " (R LR A
x =e’-§((”‘e"*+C:e”’_]=e""{(”lt ]+C,[8 :e -

o

(55)

este resultado para x(t) representa um comportamento nao-
oscilatério, cujo deslocamento depende das condi¢des iniciais
X(t = 0). Como y > wo, ndo ha oscilagdo pois ha um elevado
amortecimento. Na Figura 12 vemos a situacdo de x(t), onde
x(0) =0.

Xpx(t)

Vo

-

t—x)=0
-0 x(t—)

FIGURA 12. Amortecimento supercritico.

Vamos agora ver os cdalculos das constantes. Sejam as
seguintes condigdes iniciais: x(t = 0) = xp e v(t = 0) = vy, para
a posicdo e para a velocidade. Deste modo:
X(t) =e™"*[a, cosh Bt +a,senhBt] — x(t = 0)
=e"[a, cosh0+a,senh0]=a, > X, =4,
X(t) =—ye™" [a, cosh St +a,senh 5t ] +
e [a,Bsenhpt +a, 3 cosh ft]
SX(A=0)=-y(a,+0)+(0+a,p) =
Vo 7%

B

% +8,f=V, >a, = (56)
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Portanto: x(t) =

e {xo coshﬁt{%j senhﬂt}, (57)
ou entdo em termos das exponenciais:
(vo + x0(7/+ﬂ)jeﬁ1 .
2p
x(t)=e™ (58)
X(B-7)—V et
2p

O sistema superamortecido onde xo = 0 e com velocidade
inicial vo seré:

X(t) =e |:(V_OJ eﬂt + (__VOJ e—ﬂt:| _
2p 28

% e senhpt.
ﬁe senhft (59)

Derivando, obtemos a velocidade:

X(t) = —%"’e’ﬂsenhﬁt +V,e”7 cosh f3t, (60)
> X(t=0)=v,, (61)

Na Figura 12 vemos que no instante t temos um ponto de
méaximo (velocidade nula):

x(t)=0— —%e*”‘senhﬁt' +

v,e "' cosh gt =0 —
a)e” =0—>t — oo, Ou

b)tghst = LANaE
I
1
—arctgh(g/ y). (62)
ﬁarcg (B1y)

Ha um Unico ponto onde a velocidade se anula. Isto mostra
que s6 ha um valor para o deslocamento maximo.

XIl.c y = wo — AMORTECIMENTO CRITICO

Como vimos, a solucdo da equagdo caracteristica do
movimento amortecido é dada por o = -y +./y* - . Para
0 caso de amortecimento critico, y = wo, 0 que leva a ter
a =—y . Isto representa o caso de menor valor de p para o
movimento deixar de ser oscilatério. Temos uma raiz dupla
cuja solucdo seria x(t) = Aexp(-y7). Esta ndo é a solucdo geral,
pois ha apenas uma constante a determinar. Vamos entdo
testar mais uma Ansatz: x(t) = (Bt)exp(as). Substituindo na
equacdo do movimento X(t) +2yx(t) + wZx(t) =0 :

2306-12

X(t) = Bte™ — x(t) = Be” + aBte™ —»

%(t) = Bae™ + aBe™ + o *Bte™

. Bae™ + aBe™ +a’Bte” +

2y(Be” +aBte™ )+ w;Bte” =0 —
200+t + 2y + 2apt + it =0 —
substituindo @, =y —

20 +a’t+2y + 2ayt+ =0

mas az-y—)(a—i-j/)z =0
2(a+;/)+(a+7/)2t=0.

A solucdo geral é: x(t) =

e’ (a+bt) onde a e b sdo as constantes (63)
a determinar através das condigdes iniciais.

O célculo das constante pode entdo ser obtido agora. Sejam as
condigdes iniciais: x(t =0) =X e v(t = 0) = vo.

x(t)=e"" (a+bt) > x(t=0)=a..x,=a
X(t)=—ye " (a+bt)+be™ — x(t =0) =

Vo, ==X, +b—>b=v, + X,

SXE) =7 X+ (Vo + %)t ] (64)

Este movimento decai mais rapidamente que o supercritico,
perdendo energia mecanica mais rapidamente, conforme pode
ser visto na Figura 13. Com a constante de atrito p = 2/mk 0

movimento deixa de ser periédico e a massa retorna a sua
posicdo de equilibrio, quando solta da sua posi¢do inicial Ao,
caracterizando o chamado amortecimento critico. Um
exemplo pradtico de amortecimento critico ocorre nos
amortecedores de automoveis, projetados para amortecerem
as oscilagBes do sistema de suspensdo composto por molas de
grandes constantes elasticas. No amortecimento supercritico o
sistema nem chegaria a completar meia oscilagdo, demorando
um tempo muito longo até que o sistema chegasse a posicao
de equilibrio.

Critico my =7y

/ Supercritico o, <y

Parax,Z0ev(0)=0

FIGURA 13. Amortecimento supercritico, critico e subcritico.

O artigo [4] também trata de movimento oscilatério. O
problema é de uma maquina de Atwood, conforme a Figura
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14, onde a massa m; fica no solo enquanto as outras duas
massas se movimentam para baixo, e depois no movimento
para cima, ela se solta do chdo e acompanha as outras, e assim
sucessivamente, num movimento amortecido até parar.

N

LR

%

Xo

(4 4

FIGURA 14. Maquina de Atwood com massa variavel.

Na Figura 15, observa-se a curva de variagdo da energia
mecénica, semelhante ao que mostrou-se para movimento
amortecido.
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FIGURA 15. Energia mecénica varidvel para um movimento
amortecido.
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X111. OSCILACOES FORCADAS

Nas oscilacBes livres o sistema recebe inicialmente uma
quantidade de energia e era liberado. Um oscilador livre oscila
para sempre. Na pratica, isto ndo existe, pois sempre ocorre
dissipacao de energia e a oscilagdo cessa apds certo tempo.
Entdo, para manter a oscilacdo, deveremos aplicar uma forca
externa ao sistema oscilante para que a energia perdida seja
reposta. Vamos entdo introduzir uma agente externo que
fornece energia ao sistema e estudaremos o efeito dessa
atuacdo no movimento resultante. Seja um sistema massa-
mola 1D sujeito a uma forca externa F(t). Pela 2LN (PFD):

F ()

F(t)—kx:m5<‘—>>‘<'+a>§x:T, onde (65)

k .
@} =—, com @, sendo a frequencia natural
m

da mola,do oscilador livre.

Esta equacéo X+a)§x:ﬂ para 0 movimento forcado é
m

linear e de segunda ordem, sendo ndo-homogénea; entdo, o
principio da superposicdo ndo é valido, ou seja, a combinagao
linear de 2 solugdes nao é solucéo.

-Equacédo diferencial ndo-homogénea
Seja a EDL ndo-homogénea:
x™ +a, x4 rax (t)+agx(t) = f(t). (66)

A solucdo desta equacdo podera ser obtida a partir da solugdo
da equacdo homogénea (x») e de uma solucéo particular (xp)
da equacdo completa. Seja x = a xn + Xp, onde a ¢ uma
constante. x, € a solucéo ja conhecida da equagdo homogénea

X+ a)gx =0 na equacgdo apresentada acima.

-Forcas periodicas

Seja um sistema massa-mola 1D sujeito a uma forca externa
F(t) = Focos(w?). Observe que w é a frequencia da forga
excitadora externa e que pode assumir qualquer valor,
inclusive o valor particular de wo .

A equagdo do movimento é:

X+ ol x = ,onde ? = (67)

_ F(t)  F,cos(mt) k

m m m
A equacdo homogénea (para F(t) = 0) é um MHS e sua
solugdo é xn = Bcos(wot + ¢o). Como a forca externa é
senoidal, podemos supor a seguinte solugéo particular para X
. Xp = Acos(wt + ¢). Substituindo na equacdo do movimento,
vem:

http://www.lajpe.org



Bogos Nubar Sismanoglu et al.

. F, cos(awt
x+w§x:°—()—>
m

—Aw’ cos(at + @) + wf Acos(at + ) =

(68)
F, cos(wt) N
m
A(-0* + @}) cos(at + @) = F"Ls(wt).
m
A fase ¢ dara o sinal da amplitude
resultante:
F
sep =0>A=—-"0
4 m(w} - o* (69)
sep = -1>A=- !:O —. (70)
m(e; —@°)
Para @, > @, usaremos ¢ = 0. Para @, < o,
usaremos ¢ = -z. Em geral:
— FO
m|(@} - ") (1)
-Ressonéncia
A expressdo da  amplitude que  encontramos

possui uma divergéncia para @ — mo (® =

m|(ef — )|
wo). Essa divergéncia deixa de existir ao se considerar a
dissipacdo de energia, 0 que sempre ocorre em sistemas reais.
Por outro lado, nesse limite, de fato a amplitude de oscilacdo
cresce muito, o que invalida o modelo de pequenas oscilagdes.
Dessa forma, aparecem efeitos ndo-lineares que podem ter

conseqliéncias catastroficas. A esse efeito chamamos
Ressonancia.

-Célculo das constantes

Seja a solugdo:

F
x(t) = W"_wz) cos wt + B cos(a,t + ¢,). (72)

Consideraremos as seguintes condices iniciais: x(t = 0) =0,
v(t=0)=0.

m(aw, — @) m(aw, — @)
v(t=0)=x(t=0) =o—>%3en(0)
m(w, —@°)

—Bw,sen(¢,) =0—
—Bw,sen(¢,)=0—> ¢, =0
S X(t) = ——2——(cos wt — cos aw, t),

( ) m(a)oz _a)z)( 0 ) (73)
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na equacao para x(t) acima, temos a superposi¢do de 2 MHS.

064 *®

T | ’
041 N | |ﬁ {\ [‘

il
T

-0,2
FIGURA 16. Superposicéo de 2 MHS.
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FIGURA 17. Ressonancia na superposicao de MHS.

Nas Figuras 16 e 17, vemos a resultante x(t) para dois casos:
a Figura 16 representa a superposicdo de dois MHS com
frequencias w = 6rad/s e wo = 6,283rad/s, observando-se o
batimento, e na Figura 17, temos o resultado para frequencias
muito proximas, o = wo, w = 6,280rad/s e wo = 6,283rad/s,
onde se verifica o fenbmeno da ressonancia.

Vamos analisar melhor o sistema para frequencias muito
préximas, m = wq.

F COSw,t — Coswt

X(t)=m Ry ——(cosawt —cosawt) = X(t) =

(0 - ) Mo, +®) (0, — @)
0 0 0
d
lim ——(cosapt — cosa)t)‘
% == L'Hospital = 4@ g fsenaxt _ —tsenagt
N ,
o W
(74)

Demonstra-se assim o crescimento da amplitude de oscilagéo,
como ja mostrado na figura acima, da direita. O efeito entdo
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da ressonancia é produzir um crescimento linear da
amplitude de oscilagéo.

-Principio da superposicao e as Séries de Fourier

Fuami:

2sinesr

Sar

S

2TsinTwr

2/%sinar

271 1sint o

M3

T T T T T T T T T 1
05 04 03 02 01 00 01 02 03 04 05

tempo

FIGURA 18. Expansdo em séries de Fourier.

Quando uma forca externa aplicada ao oscilador é periddica
mas ndo-harmdnica, e continua no intervalo de um periodo,
onde F(t + T) = F(t), essa forca pode ser expressa por uma
soma termos harmonicos (Figura 18). Assim, toda funcédo
F(t), definida no intervalo [-T/2, T/2] (ou F(x) no intervalo [-
7, «]), pode ser escrita como uma série com termos em senos
€ COSSenos:

F(t) = i+Aicoswt+A20032a)t+ -+

A, cosnat +---+ B;senat + B,sen2at +- -+

B,sennat +--- < F('():%Jr

0

nZ:;(A1 cosnat + B sennat). 75)
onde A, e B, sdo constantes e n = 1, 2, 3, ..., n, ..., 00,
determinadas por integracéo:
T/2 T/2
z J'F(t)dt Aj_— jF(t)cosnwtdt (76)
_T/z —T/2
2 T/2
B, = T IF(t)sennwtdt, n=123,.. (77)

-T/2

-Sistemas oscilantes ndo-lineares simétricos

Seja uma forca ndo-linear F(x), onde escrevemos:
mX + F(x) = 0 onde F(x) € a forga restauradora e € néo-linear.

Como vimos antes, vamos expandir F(x) em série de Taylor
em torno de Xo, obtendo:
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Fx)= F<x0>+( ] (X— %)+ [dF] (X— %) + [d Fj (X— %)+

[d F] (X=%)" + [‘ZFJ (X=X +-

onde F(xo) = 0, pois Xo é 0 ponto de equilibrio (vamos colocar

Xo = 0). Observa-se que na expansdo na série de Taylor em

torno do ponto minimo da curva simétrica da energia potencial

U(x), os termos 4U(X) . d°U(X) sao nulos (todos os termos
ax® ax®

impares), e se quisermos ser mais precisos para um sistema

néo-linear, podemos escrever F(x)=—kx—e&x*, com € <<k,

onde:
dF d°F
= =k = —k. =
[dx jo (dx J sT7F (79)

Ha situacdes onde o potencial é anarmonico "para dentro",

sendo € = O ou "para fora", com € <O o que altera F(x)
Figura 18.

(78)

Ux)
aberta
Fx)p/e<0 £<0
X
" ,\ Limite elastlco
Fx)p/ &> u."-.
FIGURA 19. Potencial anarmdnico.
Para F(x)=—kx—e&x®, lembrando que F(x) = - dU/dx, o
potencial simétrico sera
1

U((x)= —kx +4ax (80)

(a intensidade da forca é a mesma para x ou para -x).
-Analogia entre 0 OH e os circuitos elétricos

Atualmente sdo construidos circuitos elétricos para o estudo
de vibracbes mecénicas por engenheiros, visto que 0s
circuitos RLC se comportam de maneira andloga aos
osciladores mecanicos com massa, mola e amortecimento,
além de forga externa (Figuras 19 e 20).

Resumidamente, quanto aos elementos da eletricidade,
podemos relembrar para o circuito RLC:
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definigdodeintensidae decorrenteelétrica: | = % =, pndeq(t)éa cargaelétricaacumulada

nocapacitorC; A tenséono capacitorseraV, =%=éj' Idt; a tensdonoindutoré V, = L% =

d’q. 5 . dq. e )

L——;atenséonoresistoré Vi, = Rl = R—; pecaLei deKirchhoff,tem-se:V, +V, +V. =0.
dt dt

—Lg+Rq+ éq =¢ coswt,sobaacdodeuma femalimentando o circuito.

Podemoscompararcomo osciladormecanico ja estudadanteriormentemx + pX + kx= F,cosat,
onde:
Xeq; xeoq=1; meL; VkeoC poR;Foe

Na EDLOH doosciladorharmonicoforgado,L¢ + Rq + éq =0, temosporanalogia:
P R
= £ 5 =
V4 Y(rec) oL

2m
Kk 1/C 1
@y = E > Og(pic) = T = Wppc = E

— 1 R Y
W=\W =) > Orc)= W_ 2L

FIGURA 20. Analogia ente OH e circuitos elétricos RLC.
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XIV. CONCLUSOES

Neste artigo fizemos um apanhado geral sobre a teoria das
oscilagBes, desde o simples caso e ndo menos importante
oscilador harménico simples até o caso do oscilador
harménico acoplado com a acdo de forgas externas. O caso da
ressonéncia, de conhecimento importante nas engenharias e
na fisica para a manufatura de sistemas que possam sofrer
vibragdo, foi descrito. Na medida do possivel, simulamos no
software Origin os gréaficos de fungdes temporais e amplitudes
para os movimentos estudados.
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