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Resumen

En este articulo se analizan la existencia y unicidad de la solucion al problema termoelastico en su forma general,
apoyandose en la teoria de operadores fuertemente continuos originada por Hille y Yosida [1, 2] sobre el estudio de
semigrupos contractivos. Se demostrara que el operador termoelastico es generador de un C,-semigupo de
contracciones, utilizando especificamente el teorema de Liu-Zheng que simplifica las exigencias que debe satisfacer el
operador para probar que es generador. Para ello se prueba que es un operador disipativo con dominio denso y que su
resolvente tiene a cero como elemento. Ademas, se estudiara la estabilidad exponencial de la solucién, lo cual resulta
Gtil para comprender el comportamiento asintdtico del C,-semigrupo en un tiempo prolongado. Esto se demostrara
verificandose las hipotesis del teorema de Gearhart en el operador termoelastico.

Palabras clave: C,-semigrupo, termoelasticidad, existencia y unicidad de una solucion, estabilidad exponencial, teoria
de semigrupo.

Abstract

In this article, the existence and uniqueness of the solution to the thermoelastic problem in its general form are analyzed,
based on the theory of strongly continuous operators originated by Hille and Yosida [1, 2] on the study of contractive
semigroups. It will be shown that the thermoelastic operator is a generator of a C,-semigroup of contractions, specifically
using the Liu-Zheng theorem that simplifies the requirements that the operator must satisfy to prove that it is a generator.
To do this, it is proved that it is a dissipative operator with a dense domain and that its resolvent has zero as an element.
In addition, the exponential stability of the solution will be studied, which is useful to understand the asymptotic behavior
of the C,-semigroup in a long time. This will be demonstrated by verifying the hypotheses of Gearhart's theorem in the
thermoelastic operator.

Keywords: C,-semigroup, thermoelasticity, existence and uniqueness of a solution, exponential stability, semigroup

theory.

I. INTRODUCCION

La ecuacion termoeléstica es un problema de ecuaciones en
derivadas parciales que describe la deformacion que
presentan un cuerpo cuando es sometido a cambios de
temperatura. Carlson D. E. (1972) [3] establecié un modelo
lineal para el fenomeno termoelastico en un cuerpo aislado,
con condiciones simples de isotropia y homogeneidad.
Matematicamente, el problema termoelastico lineal esta dado
por el siguiente sistema de ecuaciones:

U =uV-Vu+ A+ wWVV-u+mve; (x,t) € Qx (0,0)
0, =c 1p10,mV-u, + ckAD ; (x,t) € Q X (0,00),
u(x,t)=0; (x,t) € 0Q X (0,00),

u(x’ 0) = uO(x)l ut(x! O) = vo(x)l e(x’ O) = go(x) ; X€Q>
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(1
donde & € R™ y 0Q de clase C!. Estos resultados pueden
consultarse en [3]. El vector u es el desplazamiento del
cuerpo y 6 es un escalar que determina su temperatura. Los
valores de p, ¢,k y m son constantes positivas, A y y son
constantes tales que A 4+ 2 > 0 (Condicion de elipticidad) y
6, es la temperatura ambiente que también se considerara
constante.

Se establece una nueva variable v = p u; que representa
la velocidad de la deformacion. Asi, en el espacio de Hilbert
Y = [HE Q)" x [L2(Q)]" % [L2(Q)] se toma el producto
interior definido como

((w,v,0),(a,b,P))y = f (p~™v-b+ uvVu:Va
Q
+(u+DV-w)(V-a)+c;10¢)dx, (2)
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donde el producto especial se define como

n
aui avi

Vu:Vv = .
wvv 6X] aX]

ij=1

Para mas detalles puede consultar [7], pag. 96.
El problema de Cauchy asociado a la ecuacion
termoelastica es

y' =4y,
{ (3)
37(0) = (uOJ Vo, 90) € Y;
donde el operador A: D(A) € Y = Y se define como
A(u,v,0) =
0 ptI 0 1w
uv-v+u+A)Vv-I 0 mV v]
0 clpto,mv-1 cka|lo
C))

y su dominio D(A) = [HE(Q) n H2(Q)]™ x [H(Q)]™ x
[H(Q) N H2(Q)].

Para el andlisis de existencia y unicidad de este problema
se presentan algunos resultados preliminares que seran
fundamentales en el desarrollo de esta exposicion. Para ello
definimos los operadores disipativos a continuacion.

Definicion 1.1. Sea X un espacio de Hilbert. Se dice que un
operador A: D(A) € X - X es disipativo si para cada x €
D(A) se satisface que R{Ax,x) < 0.

Un operador que es disipativo y la vez contiene al cero en el
resolvente garantiza que este es un Cy-semigrupo de
contracciones como establece el siguiente teorema.

Teorema 1.1. (Liu-Zheng). Sea A un operador con dominio
denso D(A) en un espacio de Hilbert X. Si A es disipativo y
0 € p(A), entonces A es un generador infinitesimal de un
Co-semigrupo de contracciones en X.

Consultar [4] pag. 3.

Este resultado (Teorema 1.1), permitird demostrar que el
operador asociado al problema termoelastico (3) es generador
de un Cy-semigrupo y por consiguiente tendra solucion tinica
como establece el siguiente teorema.

Teorema 1.2. Sea A: D(A) S X — X un generador de un

Co-semigrupo {S(t); t = 0}, entonces existe una unica
solucion al problema de Cauchy abstracto:

u(t) = Au(p),
u(0) =x € D(4).

Consultar Lema 1.1.1 en [5], pag. 38.
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Il. EXISTENCIA DE LA SOLUCION A LA
ECUACION TERMOELASTICA

A continuacion se demuestra la existencia y unicidad de la
solucion a la ecuacion termoelastica probandose que el
operador genera un Cy-semigrupo de contracciones.

Teorema 2.1 El operador termoelastico A:D(A) S Y - Y
definido en (4) es generador de un Cy—semigrupo de
contracciones.

Demostracion. El espacio  [C5°(Q)]™ X [C5° (Q)]™ x
[C5° ()] © D(A) es denso en Y, luego el dominio D(A) es
denso. Luego, el operador A es lineal y, siendo composicion
de una matriz y operadores diferenciales, es también cerrado.

Para probar que es disipativo, se puede observar que

(A(ul U, 9)! (u: U, 9))Y

={( (p~1v, w-vu+ (A + WV -u+mve,

c1p710,mV - u, + c7kAD), (u,v,0) Yy

=j {p7*WV - Vu+ @A+ WV -u+mvo)-v

P

+uV(p 1 v):Vu+ A+ w (V- (o~ )V - w)
+c0; (c 7 0,mV - v + ¢ 1kAB)O }dx,
=p‘1f {(uv-"wW)-v+QA+wW@7-uw)-v+mbho-v
0

+uVv:Vu+ A+ w)(WV-v)(V-u)
+m(V-v)0+kp8;t A0 0} dx,

y aplicando integracion por partes se simplifica la integral a
la expresion
(A(w,v,0),(w,v,0))y = —k6,* j |76)%dx.

0
= —k 6.1 1IVOll*. )
Esto implica que A:D(A) €Y - Y es disipativo. Para
completar la demostracion, probaremos que 0 € p(A). Sea
V= (f,g,¢) €Y,y de la ecuacion caracteristica

(01 = A)y = -Ay =7,

se obtiene el sistema

-ptlv=f, (6)
—uw-vu—-QA+wvlV-u)—-mvé =g, ((7)
—c71p71,mV-v — c kAl = ¢, (8)

con las condiciones de contorno u(x) =0 y 6(x) = 0 para
todo x € Q.

La solucion de la ecuacidon (6) se obtiene trivialmente
despejando v = —pf € [H}(Q)]™. Luego, sustituyendo
v en la ecuacion (8), se tiene AO = k~1(8,mV - f — cp),y
como f € [H}(2)]™ entonces V- f € L2(Q) y por tanto ¢ =
k=1(6,mV - f —c ¢) € L>(Q). Asi, se obtiene
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A0=¢ ; x€Q
0=0; x€edin
® € L*(Q)

que es el clasico problema de Dirichlet para la ecuacion de
Poisson que tiene solucién tnica 8 € H(Q) N H2(Q).

Ademés, V6 € [L2(Q)]" y por lo tanto f = mVO + g
estd en [L?(Q)]™. Luego, sustituyendo en la ecuacion (7) se
obtiene el sistema

—uVVu—QA+wvW-w=Ff ; x€Q
u=20 ;X € 00
f € [L2@]™

€)

Como por hipdtesis se supone que A + 2u > 0, entonces la
ecuacion diferencial es eliptica y tiene una Unica solucién
débil u € [H}(2) n H2(2)]™

Por lo tanto, el sistema —Ay = ¥ tiene solucion unica
y = (u,v,0) € D(A) paracada (f, g, ) € Y, lo cual implica
que 0 € p(A). Finalmente, quedando satisfechas las hipotesis
del Teorema 1.1, se concluye que el operador A es generador
de un C, —semigrupo de contracciones. O

Inmediatamente, como consecuencia de este teorema previo
y el Teorema 1.2, la ecuacion termoelastica descrita en (1)
tiene solucion Unica.

I11. ESTABILIDAD EXPONENCIAL

En muchos problemas fisicos es importante comprender el
comportamiento a largo plazo (t — o) del fenémeno de
estudio. Es de interés en el analisis del problema
termoelastico analizar la tendencia estable que toma un solido
que se deforma por cambios de temperatura.

Definiciéon 3.1. Un Cy-semigrupo {S(t); t > 0} se dice es
estable exponencialmente si existe una constante positiva a
yM = 1tal que

ISOllyx) < Me™@ , vt = 0.
Teorema 3.2 (Gearhart). Sea {S(?) ; t > 0} un Cy-semigrupo

de contracciones en un espacio de Hilbert X. Entonces, S(t)
es exponencialmente estable si y solo si

) iR pA),
ii) |}3’l|r—r>loo GBI — A) Ml < oo

La demostracion puede Consultarse en [5].

Para obtener la energia asociada al sistema se multiplica
por u; la primera ecuacion del sistema en (1), e integrando
en Q setiene

f (uV-Vu- u; + A+ wviV-u)-u, + mvo - u,
Q

0 )
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y asi,

,uf V-Vu-utdx+(/1+,u)f V(V-u) - udx
Q Q

2 =
2 3t), |us|% dx = 0.

+mf VO-u,dx—
Q
De donde se obtiene

”J- Vu:Vu, dx +(A+M)J- V- u)(V- u;)dx
Q Q

10
—mf VO-u dx + p——f lusl?dx = 0. (10)
5 20t J,,

Por otro lado, multiplicando por 6 la segunda ecuacion de
(1) e integrando se tiene que

J- (kA6O +mb, V-u, 0 — c6,0)dx = 0.
Q

—kf |VO|? dx +m9af V-u, 0dx ———f |6]%dx
5 5 20t
=0. (11)

Sabiendo que [, V-u, 6 = — [, V6 -u, dxycombinando
(10) y (11) se tiene que

6, uf Vu:Vu,dx +9a(l+u)J V-w)(V-u,)dx
Q

b 2 2
+26tf 6] dx+p9aza f |us|? dx

= — f [VO|? dx,
Q
y asi

Zatj(plutv FuTu V) + () (7 w)?
+c0;116]>)dx =
Donde
B = 330 | (ohul? +u@u: V) + G (-
+cO71 6]*)dx,

—ko;! f|ve|2dxs 0.
Q

es la energia asociada al sistema. Ademas, esta energia es no
crecientey 0 < E(t) < E(0) paratodot = 0.

Para probar la estabilidad exponencial del sistema
termoeldstico se debe garantizar que se satisfacen las
hipotesis del teorema Gearhart (Teorema 3.2) que se
muestran en los siguientes lemas.

Lema 3.1. Si el dominio D(A) del generador A definido en
(4) es compacto, entonces se satisface la inclusion iR c

p(A4).

Demostracion.

Ya se demostr6 en el Teorema 2.1 que 0 € p(4). La

demostracion se realizara para el resto de valores. Por

contradiccidn, se hard la suposicidn de que existe algin g €
http://www.lajpe.org
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Ry B # 0 tal que if € g(A4). Luego, la compacidad del
dominio D(A) garantiza que necesariamente i es un valor
propio. Entonces, existe un vector propio y # 0 que satisface
la ecuacion caracteristica (i3 I — A)y = 0. Esto implica que

iBu=p"ty, (12)
iBrv=uv-Vu+ (A +w)V(V-u) +mVve, (13)
iBO = cTkAO +cp7tO, mV-v. (14)

Multiplicandose la expresion
uv-vu-I+ A +wvv-uw-l,

por izquierda, en la ecuacion (12) e integrandose se tiene
que

iﬂuLV-Vuudx+i[?(A +u)fQV(V-u)-u dx

=p_1uf V-Vu-vdx+p_1(i+u)f V(V-uw) - vdx,
Q Q

y esto es

iBp (,u fﬂ (Vu:Vu)dx+ (A +,u)fQ (V-u)zdx>

=u (Vu:Vv)dx+ (4 + ,u)f (V- w(V-v)dx. (15)
Q

Q

Del producto especial Vv:Vu induce una norma en la que
se utilizard la notacion  ||Vu: ||2 = [, (Vu : Vu)dx.
Luego, simplificando en (15) se obtiene la ecuacion

iBp (w [IVu:1]" + @ + IV w)?)
=/Jf (Vu : Vo)dx + (1 +,u)f (V-w)(V-v)dx. (16)
Q Q

De la ecuacion (13), se multiplica por v e integra para
obtenerse

iﬂfﬂlvlzdx=ufQ (V-Vu) - vdx

+ @ +“)J (VV-uw)-v dx+mJ Vo - v dx,
Q Q
esto es,
i J |v|? dx = —pu j (Vu : Vv)dx
Q Q
e +u)f V- W)V - v)dx —mj 0 (V- v)dx. (17)
Q Q
Sustituyendo (16) en (17) e igualando a cero se tiene

mLB(V- v) dx

. 2 _
+ifp (p [IVu: 1" + @ + IV - wll? +pt|lvl2) =o.
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 18, No. 2, June 2024
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Luego, las partes real e imaginaria tienen que ser cero
respectivamente y por tanto

J-O(V-v)dxzo y (18)
Q

o (VeI + @ + @IV wll? +p~Hwli?) =o.

Lo cual implica que |[Vu: || = IV- ull =[lvl]l =0y asi
v = 0. Ademas, regresando a la ecuacion (12) se tiene que
IB] lull = p~ |lv|]| = 0 y sabiéndose por hipétesis que § #
0, entonces u = 0.

En (14) se multiplica por 8 e integra para obtenerse la
igualdad

if |6]%2dx = c‘lkf A6 0 dx
Q Q

+c71p7t o, m f (V- v)0dx. (19)
Q

Luego, sustituyendo en esta igualdad la primera proposicion
de (18) e integrando por partes se tiene

c_lkf [V O|%dx +iﬁf |6]?dx = 0,
Q Q
y tomando las partes real e imaginaria, implicaria que
c_lkf IVO|?dx =c 1k ||VO||> =0
Q
y 8 16rax=p llol =o.
Q

Por lo tanto, 6 = 0. Finalmente, y = (u,v,8) = (0,0,0)
contradiciendo el supuesto de que y es un vector propio.
Entonces, i3 no puede estar en el espectro de A y por lo tanto
iR c p(A). m]

Lema 3.2. El generador A del C,-semigrupo termoelastico
definido en (4) satisface la acotacion

T IGB 1= A g, < e

Demostracién. Sabiendo que iff € p(A) para todo B € R,
entonces i B I — A es invertible y para

fi
f2
f3

F = € D(A), existe y € D(A) talque

y = (i B I — A)~'F y satisface la ecuacion ify — Ay = F.
De donde se tiene el sistema

ipu—ptv=f, (20)
iBv—uV-Vu—(A+u)V-u—mve = f,, 21)
iBO —c kA0 —cpT0, mV-v = f. (22)
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Entonces, multiplicAndose uV-Vu+ (A + w)V(V-u) por

; —114,]2 . L 1)2
izquierda y luego integrandose en (20) se obtiene lﬁjn(p I® + e Vs Vu+ (A + @)V - u)

+c0711012) dx + k01 |VO||?

iﬁf w(V-Vyu-u+ @+ u)-u)dx =f (u Vu:Vfy + A+ w)(V-w)(V- f)dx
Q Q
—P_lf (w(V-Vu)v + A+ w)(VV- u)-v)dx +p_1f fz-vdx+c9g1f 150 dx,
Q Q Q
- fﬂ(u V-V W f + A+ w7 W f)dx, feoes
y luego, iBllyll§ + k6z Ivell?
[ @A+ Q0@ 0@ L+
iﬁ(u L(Vu:Vu)dx +(/1+,u)fQ(V-u)2dx> Q 01,0 )dx .
-p (#f (Vu: Vv )dx + (4 +M)J (v- u)(V'v)dx> Luego, por la definicién del producto interior en Y, se tiene
Q Q el resultado

=j (L Vu:Vf + A+ W@ WE f)dx  (23)
o KO IVOIZ + BIyIIE = (v, Fly . 26)

Por otro lado, multiplicAndose por p~lv en (21) e

. . Separando las parte real e imaginaria se concluye que
integrandose.

kO IVOI1? = R(y, F)y y Bliyllf =3, F)y.

i f p~ 1 |v|?dx — p‘l,uf (V-V u) - vdx
Q Q Aplicadndose valor absoluto a la parte imaginaria, acotando y

—pt(A+ #)J (VV- u)-vdx —p~! mf VO - v dx empleando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene
i =p—1f fo-vdx ’ BHIVIE =13 0. F)y | < [ F)y [ <l ylly T Flly -
! Simplificando la desigualdad se logra |B] llylly < | Flly y
Entonces, integrandose por partes, se tiene recordandose que y = (i BI — A)~1F, entonces
i8 f p~tvlPdx + p=t f (Vu: Vw)dx BIIIG B = A)Flly < Il Fly,
Q Q

+p A+ ,u)f V- w(V-v)dx — p_lmf VO - vdx lo cual implica que
Q Q

:p_lsz'de- 24) IBINGBI =D Iy < 1,

y por lo tanto
En el caso de la ecuacion (22), se multiplica por c6;16 e

integra para obtener |1§flnoo NGB T = A)lpy < co. o
i f cH716|%dx — keglf AB 6 dx Teorema 3.1. Si el dominio D(A) del generador A, definido
Q Q en (4), es compacto, entonces el Cy-semigrupo generado por
_p_lmj (V- v)8dx = Cea_lj 150 dx, A, solucion de la ecuacion diferencial termoelastica (1), es
Q Q exponencialmente estable.
que resulta en Demostracién. Del Teorema 2.1, el C,-semigrupo generado
por A es de contracciones. Los lemas 3.1y 3.2 garantizan las
ig J c0:1101%dx + k9a_1f VO |2 dx hipotesis (i) e (ii) del Teorema 3.1 (Gearhart), lo cual
Q Q demuestra la estabilidad exponencial de la solucion a la
+p—1mj VO -vdx = Cea—lj f39 dx. (25) ecuacion termoelastica. O
Q Q
Asi, sumando (23), (24) y (25) se obtiene la ecuacion IV. CONCLUSIONES

Se ha demostrado la existencia y unicidad de la solucion al
problema termoelastico, en una formulacidon mas
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generalizada, utilizando los principales resultados de la teoria
de semigrupos de clase C,. Ademas, se verificaron las
hipétesis del Teorema de Gearhart que garantizan la
estabilidad de la solucién, como es de esperarse en el modelo
fisico. Estas deducciones justifican la incorporacion de
analisis numéricos y garantizan resultados coherentes al
momento de estudiar la termoelasticidad lineal.
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