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Resumen

Los fendmenos de la naturaleza son estudiados por la ingenieria a través de la modelacion matematica; esta se pueda
plantear como una ecuacion diferencial, cuya solucién analitica proporciona una mayor comprension del fenémeno
estudiado. Otra forma de encontrar las soluciones es utilizando un método de aproximacién numeérica, diferencias
finitas; la cual también resulta ser una herramienta de solucién al problema planteado. La propagacion de calor es un
fendmeno fisico complejo, cuyo andlisis se lo puede realizar a partir de modelacion matematica. El presente trabajo
busca servir de guia a los estudiantes en el estudio de la unidad de Termodinamica, mostrando paso a paso el método
analitico de resolucién, de la ecuacion de Laplace y el método aproximado, como son las diferencias finitas, a través del
planteamiento de un problema, en donde se podrd analizar la propagacion de calor en una placa rectangular, con
condiciones de borde establecidas en régimen estacionario. Con ayuda de técnicas de informacion se realiz6 una
simulacién computacional, para cada modelo matematico planteado para la propagacién de calor, con el objetivo de
comparar y visualizar los resultados obtenidos, mejorando la comprension del fenémeno.

Palabras clave: Ecuacion de Laplace, Fourier, Diferencias finitas, Ensefianza de la Termodinamica.

Abstract

The phenomena of the nature are studied by the Engineering across the mathematical modeling, this it is possible to
raise it like a differential equation, which analytical solution provides a major comprehension of the studied
phenomenon. Another way of finding the solutions is using a method of numerical approach, finite differences; which
also turns out to be a solution tool to the raised problem. The heat spread is a complex physical phenomenon, which
analysis can realize it from mathematical modeling. The present work to be an instructional guide for students of
thermodynamics, showing step by step, not only the method of analytical solution using the Laplace equation, but also
by employing numerical approximation methods, such as finite differences, in the treatment of a problem where it will
be possible to analyze heat diffusion in a flat rectangular plate, with boundary conditions established in the stationary
state. Using the techniques of information, a computer simulation for each proposed mathematical model was
performed, in order to compare and visualize the solutions, improving the understanding of the phenomenon.
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I. INTRODUCCION

En el presente trabajo se propone un modelo matematico
para la propagacion de calor en una placa rectangular, en
régimen estacionario para los estudiantes que estudian la
Unidad de Termodinamica por cuanto resulta un problema
complejo de analizar.

El modelo matematico se basa en la ecuacion diferencial
de Laplace, considerando las condiciones de frontera dada y
en régimen estacionaria:
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Pu Pu_y,
dx2 ay?

Existe una técnica analitica para la resolucién de esta
ecuacion conocida como el método de separacion de
variables (Haberman, 2013).

Dependiendo del tipo de coordenadas en la que se
defina el problema, en nuestro caso coordenadas
rectangulares, el desarrollo de las soluciones conduce a
series infinitas de Fourier [1].

Alternativamente, pueden usarse métodos de
aproximacién numérica para hallar la distribucién de
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temperaturas en la placa rectangular. Entre los mas
desarrollados y usados se pueden citar, el método de
diferencias finitas.

Por lo antes expuesto, también busca en este documento
explorar y presentar el método de diferencias finitas y sus
ecuaciones de recurrencia, para aplicarlo al estudio de
propagacion de calor en una placa rectangular en régimen
estacionario.

En el método de diferencias finitas, el problema con las
condiciones de borde, de un dominio continuo se discretiza
de tal modo que, las variables dependientes existen sélo en
puntos discretos. Las derivadas se aproximan mediante
diferencias, lo que da origen a una representacion
algebraica de las ecuaciones diferenciales parciales
convirtiéndose en un problema de algebra matricial, dando
un sistema de ecuaciones que deben ser resueltos [2].

Los resultados de las soluciones de ambos métodos
pueden ser comparados y visualizados con ayuda de
técnicas de informacion. En este caso, con una simulacion
computacional realizada en MATLAB que permite ver la
concentracion de la distribucion discreta de la temperatura
en la placa rectangular. Se utiliz6 MATLAB porque es una
herramienta computacional que permite mejorar el andlisis
y visualizacién de los resultados.

Para mejor comprensién, se realizd  guias
instruccionales para los estudiantes en donde se detalla,
pasa a paso cada uno de los métodos y la simulacion
computacional.

1. OBJETIVOS

Para desarrollar el

siguientes objetivos:

e Resolver la propagacion de calor en una placa
rectangular metélica homogénea, con condiciones de
frontera establecido en régimen estacionario.

o Elaborar una guia instruccional del método analitico
para encontrar el modelo matematico de la propagacion
de calor en régimen estacionario.

e Elaborar una guia instruccional del método aproximado
de diferencias finitas para encontrar el modelo
matematico de la propagacion de calor en régimen
estacionario.

e Visualizar y comparar con la ayuda de la simulacion
computacional la propagacién de calor en régimen
estacionario, los dos métodos mencionados.

presente trabajo se presenta los

I11. MARCO TEORICO

La temperatura es una magnitud referida a las nociones
comunes de caliente, tibio, frio que puede ser medida,
especificamente, con un termometro. En fisica, se define
como una magnitud escalar relacionada con la energia
interna de un sistema termodinamico, definida por el
Principio cero de la termodinamica.
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El calor es el paso de transferencia de energia entre
diferentes cuerpos o diferentes zonas de un mismo cuerpo
que se encuentran a distintas temperaturas. Energia
asociada a los movimientos de las particulas del sistema,
sea en un sentido traslacional, rotacional, o en forma de
vibraciones, esta oleada siempre ocurre desde el cuerpo de
mayor temperatura hacia el cuerpo de menor temperatura,
ocurriendo la transferencia hasta que ambos cuerpos se
encuentren en equilibrio térmico.

En el siglo XIX Thompson y Joule establecieron que el
trabajo se convirtié en calor es decir es una forma de
energia [3].

El calor se transmite por conduccién, conveccién y
radiacién, En este trabajo la transmisidn de calor sera por
conduccidn, que es un proceso de transferencia de energia
entre dos sistemas basado en el contacto directo de sus
particulas sin flujo neto de materia, y que tiende a igualar la
temperatura dentro de un cuerpo o entre diferentes cuerpos
en contacto, por medio de transferencia de energia cinética
de las particulas.

Esta transferencia la haremos en una placa rectangular
de un material conductor con caracteristicas especificas
sobre el cual vamos a determinar la temperatura [4].

Dentro de las mateméticas utilizaremos la conduccion
térmica dada por la ley de Fourier.

q = —kVu. 1)
Donde k es la conductividad térmica cuyas unidades en el
sistema internacional de medidas Wm™'K™ y Vu es el
gradiente de temperatura del campo interior del material,
sus unidades son Km™.

El calor que atraviesa una superficie S por unidad de
tiempo es:

dos
F=fs q.ds=—k [ Vu.ds ¥}
Expresada como ecuacion diferencial:
2, 49 _ou
aVu +p_cp =5 3

Donde a = ch donde p es la densidad del material y cj, el
p

calor especifico del cuerpo.
En condiciones estacionarias, condiciones de borde
conocidas y en coordenadas rectangulares x e y, se obtiene:

0% u
dx2

0%u _

=0, 4)

Analizando las condiciones de frontera dadas, se resuelve el
problema por el método de separacion de variables [5, 6].

u= XY,

v
+ =0, )

| >,
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X +2X =0, (6)
Y —2A%Y = 0. ©)

Se hallan soluciones funcionales para X e Y con constantes
desconocidas, las cuales se irdn encontrando con la
aplicacion de las condiciones de frontera y las series de
Fourier.

Para el método de aproximacion numérica, diferencias
finitas, se parte de la misma ecuacion diferencial de
Laplace.

Pu Pu_ o
0x2 dy?
modelo de propagacion de temperatura en régimen
estacionario.

Para el analisis se diferencias finitas se discretiza la
placa rectangular con pasos constantes, tanto en el largo
como en la altura. Ver Figura 1;

U. [ ] .U
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FIGURA 1. Placa para explicar las diferencias finitas.

En la Figura 2 se muestra la variacion de la temperatura en
funcion de un valor diferencial, obteniéndose las derivadas
de la funcion general con respecto a x.

U A

1 m 1
m-— —
2 m*3

FIGURA 2. Variacion de temperatura de acuerdo a x.
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i} A —Um—
_u=_u=um+1/z Um 1/2; (8)

ox Ax Ax

ou Umn—Um-1n 6u| Um+i,n"Umn
—| m— 1) — M _"m-n., 77 m 1 = 1Ax0 A 12
x 72 Ax ’ dx + 7 Ax (12)

du du
2 puhad 1, g —1,
92u ax|m+ Ya,m ax| m-Y,n

02%x

— Un+1intUm—1,n"2Umn (9)

m,n=
’ Ax Ax2

Si se aproxima Ax = Ay se tiene en forma analoga para vy,
sus derivada segunda sera:

3%u Z—Z|m,n+1/z—g—1;| mn—%
a2y

— Umn+1tUmn—1—2Umn (10)
Ay Ay? '

mn =

0%u
a2y
reemplazan en la ecuacidon de Laplace, obteniéndose el
modelo matemaético en diferencias finitas:

. 92
Con estas derivadas aTz mn ,

m,n aproximadas se

Umn+1 + um,n—1+um+1,n + Un—1n — 4'u'm,n = 0. (11)
Unpn+r T Umn-1 +um+1,n +Up_1n = 4um,n- (12)

Para determinar las ecuaciones se procede a ubicar las
condiciones de borde aumentado dos filas y dos columnas.

Luego se encuentran se encuentran las ecuaciones en las
posiciones desconocidas aplicando diferencias finitas:
Figura 3.

1] u
Uo Uo Ug | Up | U | Uo Ug
o s o
o ]
o - Untn Umn Umesn 0
o Vs o
: : : :
(V] 1]
] ]
(1] (1] o|o|ofo (1]
u u

FIGURA 3. Matriz con condiciones de borde y valores de
temperatura desconocidos.

Para la comparacién de los dos métodos se utilizd la teoria
de errores.

Se calcul6 el error del método MA (analitico) y) y
MDF (diferencias finitas) con respecto a un valor de su
correspondiente matriz, cuyo resultado se utilizé en la
simulacion. [7].

Error absoluto (Err)

Err = ||Ugxae — Ull. (13)

En donde Uy, €s la solucién analitica, y U la solucion por
cualquier método.
http://fwww.lajpe.org
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Error cuadratico medio (Ecm)

Bem = |5, Ugear — U2 14

Error cuadratico relativo (Emcr) un error con respecto a la

unidad.
_ l N Ugxat—U 2
Emcr = \/NZi:l (—) .

Ugxat

(15)

IV. METODOLOGIA

El presente trabajo se propone el planteamiento de un
problema fisico, que es la propagacion de calor en una
placa metélica rectangular con condiciones de borde
conocido y en régimen estacionario, por el método analitico
y diferencias finitas, cuyos resultados son visualizados con
un simulador computacional.
La metodologia se divide en tres partes:
A. Determinacion del modelo matematico (ecuacién de
Laplace) en forma analitica.
B. Determinacion del modelo matematico (ecuacion de
Laplace) con diferencias finitas.
C. Simulacién computacional las cuales se detallan a
continuacion:

A. Determinacion del modelo matematico (ecuacion de
Laplace) en forma analitica

Para determinar las ecuaciones del modelo matemético de
la propagacion de calor en régimen estacionario,
plantearemos el siguiente problema, en el cual
describiremos paso a paso el desarrollo de la ecuacién
diferencial hasta encontrar la solucién analitica. Se adjunta
la guia instruccional (Anexo 1).
Problema

Encontrar la ecuacién de propagacién de calor en
régimen estacionario en una placa rectangular, cuyas
condiciones de frontera estan determinadas en la Figura 4.

U=50°C

u=0

FIGURA 4. Placa rectangular con las condiciones de frontera.
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Ecuacion de Laplace.

%u , 0%u

ﬁ + a_yz = 0
Condiciones de frontera
u(15,y) =0,

u(x,10) = Uo, u(0,y) = 0.

Solucidn con separacion de variables

u = XY,
X4,
X Y

X + 22X =0,
Y =A%y =0.

Se halla las funciones X e Y en funciéon de constantes

desconocidas.
X=C;c0s AX+Cysen AX,

Y=Cjsenh Ax+C, cosh Ax,

U= (C;cos Ax+Cysen Ax) (Casenh Ay+Cycosh Ay).

Se halla las constantes reemplazando las condiciones de

frontera.
U(0.,y)=0,
Cicos M0+Csysen M0=0,
C,=0,
U(x,0)=0,
0= Cssenh AM0+C,4 cosh A0,
C4=0,
X=C,sen Ax,
U(15,0)=0,
sen Al5=sennm,
_

}\__y

15

Uxy) =X, C sennl—zX .senh nl—?

En la condicion de frontera queda una serie de Fourier.

U(x,10)=U,=f(x),
1504-4
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10
U(x,10) = Y22, Csen .senh —
Para determinar b, se tiene:
2 [ 15
= —[f Uosenﬂdx],
5170 15
15 nmx COSnl—T;x o1 (cosnm—1)
fO Sen—dx - T Tnnx - nTX
ECLN EC
El coeficiente n impar
bn P UO [n‘nx]:
_ 4o
b = n’
nﬂlo_ﬂ
C.senh Pya—

= 1 nmx nmy.
u(x,y) =4Uo ZLT’W .sen——. (senh E)’

iy
Si Uo=50 °C,
u(x,y) =200 30=9 ﬁ sen— senh 1—y a7
El coeficiente n par
b, =0

La funcidn no existiria.
El coeficiente n impar.
La funcion para valores impares es:

1 (2n-1)mx
p .

_ (2n-1)my.
wCy) = 200 BRE o s (senh 228,

(18)

B. Determinacion del modelo matematico (ecuacion de
Laplace) con diferencias finitas

El mismo problema se planteara para ser desarrollado con
diferencias finitas Se adjunta guia instruccional (Anexo 2).
0%u , 0%u .
2T O
Modelo de propagacion de calor en el cual desaparecen los

criterios de calor generado y calor almacenado generando la
propagacion de calor como una distribucién de temperatura.
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En el analisis de diferencias se discretiza la placa
rectangular con pasos constantes tanto para el largo como la
altura.

Para nuestra demostracién didactica plantearemos una
matriz de 4 x5, obteniéndose 20 nodos y representando en
la matriz.

Uy Uy Uy Up U
U22 U23 U24- 0 19
U, Uss Usg O (19
0 0 0 0

Se plantea las ecuaciones con el siguiente modelo de
diferencias finitas.

Umn+1 + um,n—1+um+1,n + Un-1n = 4'u'm,n-

Las ecuaciones obtenidas son las siguientes:

AUz, + Ugs + Uz =-Uo, (20)
Upz - 4Uzs +Uzz = -Uo (21)
Uz -4up, + U = 0, (22)

Ug+Usp -4uss = 0, (23)

Uzs+ Usz -duy =-Uo, (24)

Ups + Usz -4us, = 0, (25)

Luego se resuelve el sistema de ecuaciones [8].

C. Simulacién computacional

El objetivo de este trabajo no es ensefiar a programar en
MATLAB, sino contribuir en funcion del estudiante a
través del uso de las técnicas de informacién para que
visualice el fenémeno de la propagaciéon de calor con
solucién analitica y diferencias finitas.

C.1 Simulacién en Matlab método analitico

Se elabora un programa en Matlab [9] para encontrar la
temperatura en funcion de las posiciones.

Es fundamental obtener la parte grafica del
comportamiento de los pardmetros fisicos, en este caso,
temperaturas y posiciones en la placa.

Se utilizard matrices para discretizar las temperaturas en
las diferentes posiciones, y se llena esta matriz con la
solucidn analitica encontrada.

Los resultados de simulacion pueden verificarse en la
Figura 5, en donde se puede observar claramente, cémo va
de una temperatura mayor a una temperatura menor.

http://fwww.lajpe.org
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FIGURA 5. La temperatura en funcion de la posicion x e y.

Se adjuntan otras formas de visualizacién (contorno y
continuo) ( Anexo 3.1).

C.2
finitas

C.2 Simulacién en Matlab con diferencias

Para la simulacion computacional, con diferencias finitas se
procede a discretizar la placa con el largo y la altura de la
misma, con paso constante de uno.

Se encera la matriz de la placa y se aumenta las
condiciones de frontera, llenando dos filas y dos columnas.

La matriz resultante su dimension aumenta en uno en
filay columna.

Para cada una de las posiciones de la placa, se aplican
las diferencias finitas, obteniéndose las ecuaciones de
recurrencia, las cuales son resueltas encontrandose el valor
de las temperaturas desconocidas.

Se procede a visualizar los resultados en forma
continua, como se indica en la Figura 6.

Distribucian de Temperaturas [°C]

¥ [m]

£ Line83: Us,

3¢ [m]

FIGURA 6. Distribucién de la temperatura en funcion de la
posicién x e y

Se adjuntan otras formas de visualizacion (contorno y

continuo) (Anexo 3.2).

C3
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C.3 Célculo del error

1504-6

Se determina el error comparando las dos metodologias
solucién analitica y diferencias finitas, con un valor de
temperatura especifico.

Para una placa de 15 cm de largo 10 cm de altura
sometido a una temperatura de 50 °C, condiciones de borde
establecida y a una distancia x e y de 7.0 cm por 7.0 cm, se
obtuvieron los siguientes resultados. Ver Tabla I.

TABLA 1. Error entre el método analitico y diferencias
finitas.

Metodo T°C Err Ecm Emcr
MA 29.815 0.2987 0.2987 | 0.01
MDF 29.5128

Observandose un error aceptable.

V. CONCLUSIONES

Analizando los resultados obtenidos para encontrar la

solucién del problema planteado se concluye lo siguiente:

1) Se encontr6 el modelo matematico en forma analitica y
diferencias finitas para la propagacion de calor en una
placa rectangular con condiciones de borde establecido

y régimen estacionario.

2) Se elaboro guias instruccionales de cada método para
ser aplicado a los estudiantes para mejorar su
aprendizaje.

3) Se compar0 y visualizo (mallado, contorno y continuo)
la propagacion de calor con condiciones de borde
conocida y en régimen estacionario con un simulador
computacional realizado en Matlab mejorando la
comprension del fenébmeno.

La modelacibn matematica en la ensefianza y
aprendizaje de la Fisica es una herramienta importante en
Ingenieria.

El andlisis de los resultados son factores importantes
que influyen en el aprendizaje.

El presente trabajo es de interés para los estudiantes y
servird de guia para una mejora en la ensefianza de la Fisica
en la educacion superior.
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DETERMINACION DEL MODELO MATEMATICO EN FORMA ANALITICA EN LA PROPAGACION DE

CALOR UTILIZANDOLA ECUACION DE LAPLACE

1. Plantear un problema de propagacion de calor por conduccidn en régimen estacionario y con condiciones de frontera dada en
una diapositiva o escribiendo en la pizarra como se muestra a continuacion.

Problema

Encontrar la ecuacion de propagacion de calor en una placa rectangular en régimen estacionario y cuyas condiciones de

frontera estan determinadas en la gréfica.

FIGURA 1. Placa rectangular con las condiciones de frontera.

n

Poner un video con ayuda de la simulacion computacional sobre las formas de transmision de calor.

3. Mediante debate o planteando preguntas afianzar los conceptos de transmision de calor y en especial la conduccidn de calor en

una placa metalica.

o &

0°u  0%u 3
0x2
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Plantear la ecuacién que modela la propagacion de calor y explicar cada uno de los términos.
Escoger la ecuacion de Laplace para encontrar la propagacidon de calor en régimen estacionario.
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José Diaz Santamaria et al.
6. Poner las condiciones de frontera de acuerdo al problema dado

u(15,y) =0
u(x,10) = Uo u(0,y) =0
7. Describir el método de separacion de variables para encontrar la solucién analitica de la ecuacion de Laplace

u=XY

¥ . v )

X Y-

X +2%X=0

Y =2y =0

8. Encontrar la solucidon del funcional X e Y en funcién de sus constantes y variables respectivas

X=C;cos Ax+Cysen Ax
Y=Cjsenh Ax+C, cosh Ax
U= (C,cos Ax+Cysen Ax) (Cssenh Ay+Cycosh Ay)

9. Aplicar las condiciones de frontera adecuada para encontrar las respectivas constantes desconocidas

U(0,y)=0
Cicos AM0+C,sen A0=0

C1:0

U(x,0)=0

0= Cssenh A0+C,4 cosh A0
C4=0
X=C,sen Ax
U(15,0)=0
sen Al5=sennm
nm

A‘15

10. Poner la solucion en funcién de sus constantes conocidas y en funcion de las series con nuevas constantes desconocidas

nmy
U(x,y) = Z C sen— senh — 15

11. Aplicar la condicion de frontera que se ajuste al calculo de las constantes de la serie de Fourier

U(x10)=Uo=f(x)

nml0
U(x,10) = Z Csen— senh 15

12. Encontrar las constantes de la serie de Fourier

Para determiner bn se tiene:

2 [ nmx
bn=Ef0 Uosenfdx
nmx |1
5 nmx cos =& (cosnm — 1)
dx = 15 —
STE T T | T
0 15 |, 15
El coeficiente n impar
2 2
bn 1—5U0 m
15
4U
b = 4
" mn

13. Encontrar las constantes de la serie de la solucidn total
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 10, No. 1, March 2016 1504-8 http://www.lajpe.org



Modelacion matematica de la propagacion de calor con el uso de las ecuaciones diferenciales parciales y diferencias finitas

C.senh T22=200
1 15 o nmx nTy
u(x, y) =4Uo Zg;c{om .senl—s. ('senh E) (9)

14. Con los datos dados por el problema encontrar el modelo matematico para encontrar la temperatura en diferentes posiciones de
la placa

Si Uo=50 °C

n=oo

nTm
u(x,y) =200 y

nmx
en—-—.senh —

.S
n=1 nsenh %2 15 15

El coeficiente n par
b, =0
La funcion no existiria
El coeficiente n impar
La funcion existiria
u(x,y) = 200 Z 1 2.n—- 1)1TX- (senh (2.n—- 1)1'ty)

.sen
n=1m(2.n — 1)senh w 15 15

15. Proponer el mismo problema pero cambiando las condiciones de frontera.

16. Hacer una evaluacion con ayuda del simulador computacional o traves de una prueba elaborada para ver el nivel de
aprendizaje alcanzado.

17. Retroalimentar en las partes donde el conocimiento a tenido dificultad ayudados conel simulador computacional.

ANEXO 2
GUIA INSTRUCCIONAL

DETERMINACION DEL MODELO MATEMATICO EN FORMA DIFERENCIAS FINITAS DE LA
PROPAGACION DE CALOR

1. Plantear un problema de propagacion de calor por conduccién en régimen estacionario y con condiciones de frontera dada en
una diapositiva o escribiendo en la pizarra como se muestra a continuacion.

Problema

Encontrar la ecuacion de la propagacién de calor en una placa rectangular en régimen estacionario y cuyas condiciones de
frontera estan determinadas en la gréfica.

uU=50°C

FIGURA 1. Placa rectangular con las condiciones de frontera.

2. Escoger la ecuacién de Laplace para encontrar la propagacion de calor en régimen estacionario.

92 92 -,
=+ 5 = 0 ; modelo de propagacion de temperatura.
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3. Descripcion del modelo de aproximacion numérica de diferencias finitas

Para el analisis se diferencias finitas se discretiza la placa rectangular con pasos constantes tanto en el largo como la altura. Figura
2:

U
* & & . & & U
L ]
. 4
Um,n
1 ’ [ &
T T
z
l"m-1,n Um_%‘" urm%,n Unisa,n
. 4
|"'m,n-1
s @ L
. & [ ]
* & @ L]

.
U

FIGURA 2. Placa para explicar las diferencias finitas.

En la Figura 3 se muestra la variacion de la temperatura en funcién de un valor diferencial, obteniendo las derivadas de la funcion
general con respecto a Xx.

U A

—_

1 1
m- m a
> m+

FIGURA 3. Variacion de Temperatura de acuerdo a Xx.

ou  Au Upyy —Un-y,

ox Ax Ax (_,' ;
u u
ou m-—1 = Unn—Um-1n , 0_u| m+ 1% = Um+in~Umn 0%u mn = §|m+%’n_ﬁ| m-¥mn _ Um+intUm—1,n—2Umn
ax Ax " ax Ax x|l Ax Ax?

Si se aproxima Ax = Ay se tiene en forma anéaloga para y, sus derivada segunda sera:

du Ju
—_— 1l — — 2 — 1
azu mn = ox mn+ % dx mn 72 _ Umn+1 + Umn-1— 2um,n
o%y| Ay Ay?
. 92 92 . y -z
Con estas derivadas aTZ mmn , # m,n aproximadas se reemplazan en la ecuacidon de Laplace obteniéndose el modelo

matematico en diferencias finitas:

Unnsr T Umn-1tUmirn + Une1n — 4Upmpn =0 (11)

Unnrr T Unno1FUmern + Unme1n = dUmn

Para determinar las ecuaciones se procede a ubicar las condiciones de borde aumentado dos filas y dos columnas.
Luego se encuentran se encuentran las ecuaciones en las posiciones desconocidas aplicando diferencias finitas: Figura 4.
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Modelacion matematica de la propagacion de calor con el uso de las ecuaciones diferenciales parciales y diferencias finitas
u

u
Uo Uo Ug | Up | Up | Uo Uo
o Umneq o
o o
.

[1] .. U Yo Usern [1]
o U o
: : : :
° °
o o
o o 1] o o 1] o

FIGURA 4. Matriz con condiciones de borde y valores de temperatura desconocidos.

5. Escoger una matriz 5x4 y aplicar las condiciones de frontera en una demostracion didactica.
Para nuestra demostracion didactica plantearemos una matriz de 4 x5, obteniéndose 20 nodos y representando en la matriz.
Upo Uy Uy Us U
0 U22 U23 U24 0
0 U32 U33 U34 0
0 o0 0 0 0

6. Se plantea las ecuaciones con el siguiente modelo de diferencias finitas.
Umn+1 + um,n—1+um+1,n + Up-1n = 4um,n

Las ecuaciones obtenidas son las siguientes

-4Up + Uz + Uz, =-U, 1)
Ugz - U3 +U3z = -U, 2
Uz -4uz, + Uz = 0 (3)
Upz+Usp -4ugs =0 (4)
U3+ Us3 -4uyz =-U, (5)
Uyg + U3z -4up =0 (6)

Luego se resuelve el sistema de ecuaciones.

7. Mediante la simulacion computacional encontrar los valores de temperatura desconocido y visualizarlos (mallado contotno y
continuo).

8. Repetir el procedimiento para la propagacion de calor regimen para otras condiciones de frontera

9. Hacer una evaluacion con ayuda del simulador computacional o traves de una prueba elaborada para ver el nivel de
aprendizaje alcanzado.

10. Retroalimentar en las partes donde el conocimiento a tenido dificultad ayudados conel simulador computacional.

ANEXO 3
SIMULACION COMPUTACIONAL

1. Realizamos la corrida del programa realizado en Matlab y sale un menu de pociones como el que se observa a
continuacion.
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) Propagacion de calor

Untitied 1

=lolx

PROPAGACION DE CALOR EN UNA PLACA EN REGIMEN ESTACIONARIO

Dimensiones de la placs

Inarese a: 10<=a<=20
Inarese b: 5<=h<=15

Temperstura

Ingrese Temperatura

Condiciones de fronters
ulx,b)}=T1

(o730 u(a,0)=0

u{x,0)=0

Teoria

Manual de Usuario |

Propagacitn de Calor Método Analitico

Fropagacién de Calor Diferencias Finitas

Mallado

Video Calor

Prueba |

-

Mallage =

HESPE

==
Er. Salir
Emr:

Ervor

Calcular

2. Escogemos el tamafio de la placa en nuestro caso resolver para a=15y b=10y T,=50 y escoger el tipo de gréafica tanto
para el metodo analitico y metodo de aproximacion numerica .

Untitied 1

=i

PROPAGACION DE CALOR EN UNA PLACA EN REGIMEN ESTACIONARIO

Dimensiones de la placa

Inarese a: 10<=a<=20

Inarese b: S==h=<=15

Temperatura

Ingrese Temperatura

Condiciones de frortera

u(x,b=T1

u(o,7)=0 5(a,0)=0

u(x,0=0

Teoria

Manual de usuannl

Distribucion de Temperatura [*C] Mallado

o

& R
i
s

n
)
g
20
l, [
0 I!%':"WE:%"%‘
o e
Ui X
R 15

0o

#(m)

Prapagacién da Calar Métado Analitica

Distribucién de Temperaturas [°C]

Propagacién de Calor Difsrencias Finitas

[wataas

Video Calor

Prueba |

Contorno

HESPE

Ea:
Calcular Er. Salir
Emr

Errar
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Modelacion matematica de la propagacion de calor con el uso de las ecuaciones diferenciales parciales y diferencias finitas
ANEXO 3.1

SIMULACION COMPUTACIONAL METODO ANALITICO
1. Visualizacion tipo mallado

B Figure 1 (= [R5

File | Edit View Insert Tools Desktop Window Help -

DS | M| RRAODBDERA- 2|08 O

I
A
] M
1 i
A

y(m) x(m)
2. Visualizacién tipo contorno
B Figure1 | = =S5
Dadde | | RRAROTDEL- |08 amm
10
9
. |
Tr 4
6 i
5F i
4t i
3F 4
2+ 4
1+ 4
UU 5 10 15
3. Visualizacion tipo continuo
B Figure 1 =R EoR>|
File = Edit View Insert Tools Desktop Window Help £

NEHS | kAN DEAL- 2 ([ME | m O

Distribucién de Temperaturas [°C]

¥ m]
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ANEXO 3.2

SIMULACION COMPUTACIONAL METODO APROXIMACION NUMERICA DIFERENCIAS FINITAS

1. Visualizacion tipo mallado.

B Figure1 (=B =

File | Edit View Insert Tools Desktop Window Help N

DEds hMfRAADDEAL-2|0EH ad

T
] IW,‘W
e
] ‘ﬁf*ﬂ:::::;;:

et
) Jm.%,:

#(m)

2. Visualizacion tipo contorno

B Figure1 [E=NEoR|=>=)

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

D de | k| RXNTDEMN- 2| 0E8E =

o

o = N W ok O @ N @ ©

o
n
3

-

3. Visualizacion tipo continuo

B0 Figure1 =N e ==

File | Edit View Insert Tools Desktop Window Help

DE S| bR DE L || =

Distribucién de Temperaturas [°C]

¥ [m]

x [m]
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