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Resumen

Se presenta un escenario tedrico-experimental para un problema electrostatico con valor en la frontera modelado
matematicamente por un problema de Dirichlet-Laplace, con el fin de demostrar didactica e ilustrativamente la presencia
de lineas equipotenciales en el interior de un cuadrado generadas por una diferencial de potencial eléctrico en sus lados.
Para ello se plantea un problema de Dirichlet-Laplace para un cuadrado con potencial eléctrico nulo en tres de sus lados
y potencial V, en el otro. Se obtuvo la solucidn exacta por el método de separacion de variables y luego la solucién
numérica por el método de diferencias finitas aplicando el algoritmo de Liebmann en una hoja de célculo Excel. La
distribucién del potencial obtenido por ambas soluciones se graficé en el software mateméatico Maple 18 donde se
observaron las lineas equipotenciales. Posteriormente se realiz6 un arreglo experimental que consta principalmente de
una cubeta cuadrada de acrilico que contiene un grabado de las lineas equipotenciales en su base y unas laminas de
aluminio, sometidas a una diferencia de potencial, en cada uno de sus lados. Los resultados experimentales muestran
consistencia con los resultados tedricos que se obtuvieron en las soluciones, mostrando asi la validez del modelo
experimental y su aplicacion didactica tanto en el aula de clase como en el laboratorio.

Palabras clave: Problema de Dirichlet-Laplace, Diferencias finitas, Potencial eléctrico, Lineas equipotenciales.

Abstract

A theoretical-experimental scenario is presented for an electrostatic problem with a border value mathematically
modeled by a Dirichlet-Laplace problem, in order to demonstrate didactically and illustratively the presence of
equipotential lines within a square generated by a potential differential electric on its sides. To do this, a Dirichlet-
Laplace problem is posed for a square with zero electric potential on three of its sides and V;, potential on the other. The
exact solution was obtained by the method of separation of variables and then the numerical solution by the method of
finite differences, applying the Liebmann algorithm in an Excel sheet. The distribution of the potential obtained by both
solutions was plotted in the Maple 18 mathematical software, where the equipotential lines were observed. Subsequently,
an experimental arrangement was made, consisting mainly of a square acrylic tray that contains an engraving of the
equipotential lines at its base, and aluminum sheets, subjected to a potential difference, on each of its sides. The
experimental results show coherence with the theoretical results obtained in the solutions, thus showing the validity of
the experimental model and its didactic application both in the classroom and in the laboratory.

Keywords: Dirichlet-Laplace problem, Finite differences, Electrostatic potential, Equipotential lines.

I. INTRODUCCION

Un problema de Dirichlet-Laplace es un problema de valor
en la frontera en la que se busca una solucion a la ecuaciéon
de Laplace, A® = 0, dentro de una region tal que ¢ adopte
valores prescritos en el contorno total de esa region [1]. La
ecuacion de Laplace, es una ecuacion diferencial en derivadas
parciales de tipo eliptico, lineal y homogénea la cual es
posible identificar en problemas relacionados con problemas
electrostaticos, el potencial magnético en magnetostatica, la
temperatura en la conduccion de calor, la funcion de esfuerzo
en flujo de fluidos y carga de presion en filtracion [2].

El interés particular de este trabajo estd centrado en
problemas electrostaticos con valor en la frontera que
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involucra regiones del espacio libre de distribuciones de
carga, donde el potencial (eléctrico) escalar @ satisface la
ecuacion de Laplace [2, 3]. Esto se deduce a partir de las
ecuaciones de Maxwell para un medio, isotropico, lineal y
homogéneo al considerarse el campo electromagnético y sus
fuentes independientes del tiempo.

De acuerdo al teorema de unicidad, un problema de
Dirichlet-Laplace tiene soluciéon Unica [3]. El tipo de
solucidn, exacta o numérica, dependera de la distribucién de
potencial eléctrico sobre el borde y de la geometria a
considerar. La Figura 1 muestra uno de los arreglos mas
comunes reportados en la literatura: el problema
bidimensional de Dirichlet-Laplace para un rectangulo de
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lados a y b con distribucion de potencial constante es sus
lados [1, 2, 3, 4].

y
be o (x,b) =V,

®(0,y) =V, AD =0 ®(ay) =V,
0 @ (x,0) = Voq clz )

FIGURA 1. Potencial eléctrico constante en los lados de un
rectngulo.

El escenario tedrico-experimental a considerar es el problema
de Dirichlet-Laplace para un cuadrado, arreglo mostrado en
laFigura l, haciendoa = b, Vyy =V, =V, =0y V, =V,.
Para corroborar la teoria con el experimento en la Seccion 2
mediante el método de separacion de variables se obtiene la
solucion exacta al problema de Dirichlet-Laplace para el
rectangulo y se particulariza para un cuadrado.

Posteriormente haciendo uso del método de diferencias
finitas se obtiene la solucién numérica mediante el desarrollo
del algoritmo de Liebmann en una hoja de calculo Excel. La
representacion grafica de ambas soluciones, exacta y
numérica, se generaran con el software matemético Maple 18
con el propoésito de observar las lineas equipotenciales y el
valor del potencial en puntos simétricos. En la Seccién 3 se
muestra el disefio de un arreglo experimental que consiste en
una cubeta cubica de material acrilico, transparente, con un
grabado en la base a escala de la representacion grafica del
potencial obtenida por la solucion exacta 0 numérica. El
grabado esta limitado por dos laminillas de aluminio, fijadas
sobre la base, sin contacto 6hmico, pero bajo una diferencia
de potencial continua. Finalmente, se obtiene los datos
correspondientes a las superficies equipotenciales y se
contrasta con la prediccién tedrica.

Il. MARCO TEORICO

Considérese el problema electrostatico con valor en la
frontera (PVF),

2o 9%

2 ——J— p——

V¢—ax2+ay2, 0<x<a 0<y<b (1)
®(0,y) =®(a,y) =0, 0<y<bh )
@(x,0) = d(x,b)=V,, 0<x<a 3)

donde @ es el potencial eléctrico en voltio (V). La respectiva
representacion geométrica se muestra en la Figura 1 con
Vo1 = Vo, =V, =0V yV, =V,. El problema es conocido en
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la literatura como problema de Dirichlet-Laplace para un
rectangulo y modela la distribucién del potencial eléctrico en
el interior de un rectangulo de dimensiones a y b [1].

A. Solucion exacta: Separacion de variables

Para resolver la ecuacién (1) sujeto a las condiciones (2) y
(3), se propone una solucién de la forma @(x,y) =
X(x)Y(y), tal que la ecuacion (1) se reescribe como

XII Y”

Y =" =4 4
donde A es la constante de separacion [1, 2, 4]. Asi, el
problema de Sturm-Liouville asociado al PVF viene dado por

X"+1X=0, X(0)=0, X(a) =0, (5)

Y'"—2Y =0, Y(0)=0. (6)
El sistema de ecuaciones, (5) y (6), definen un problema que
admite como solucién Gnica la superposicién del producto de

las autofunciones

X, = A; sin(nmx/a), @)
Y, = B; sinh(nmy/a). (8)
con autovalores A = n?m?/a? paran = 1,2,3, ....,. Es decir

[2,4]
D(x,y) = Xyoq Ay sin (%) sinh (%), n=123,.,. (9)

Evaluando la ultima condicion de frontera, ®(x, b) = V;, en
la ecuacion (9) se obtiene

0 . nmwx\ . nmb
Vo = Ymeq Ay sin (T) sinh (T) , (10)
de donde se sigue que el coeficiente de la serie es el
coeficiente de la expansion V, en la serie de Fourier

A, sinh (?) = %fob Vo sin (%) dx,
_ (4Vy/nm  sinesimpar,
- { 0 sin es par. (11)

Despejando A,, y sustituyendo en la ecuacion (9) se obtiene
que la solucion exacta al problema electrostatico de valor en
la frontera, de la ecuacion (1) sujeto a las condiciones (2) y
3), es

sin[(2n—-1)tx/a] sinh[(2n-1)my/a]
(2n—1)sinh[(2n—-1)rtb/a]

®(x,y) = 20 ¥, . (1
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donde se ha intercambiado n — 2n + 1 debido a que A,, solo
toma valores impares. La expresiéon (12) proporciona el
potencial eléctrico, en voltios, en el interior de un rectangulo
de lados a y b con potencial eléctrico nulo sobre tres de sus
lados y constante sobre el lado restante. En la Figura 2 se
muestra el caso particular en el que a =b =14cm y V, =
12V. En el gréfico del lado izquierdo, (a), se presentan la
distribucion de valores del potencial & en el interior del
cuadrado. En el grafico derecho, (b), se muestran las lineas
equipotenciales (lineas de potencial constante) proyectada
sobre el plano XY para valores de ® = 10V, =8V, d =
6V, & =4 y & =2V respectivamente. Las graficas se
realizaron con ayuda del graficador Maple 18.

12v
2 | X |
N/
: 4 | 3 s |
/ 218 300 218 . / N
ov’ . . . ov ov> ov
2,00
082 114 082
{ 1 1
0 X X
; s P A
ov ov
(@) (b)

FIGURA 2. (a) Potencial eléctrico en el interior del rectangulo (b)
Lineas equipotenciales.

B. Solucién numérica: Diferencias finitas

Para resolver numéricamente la ecuacion (1) sujeto a las
condiciones (2) y (3), se propone emplear el método de
diferencias finitas, tal que los operadores diferenciales se
aproximan en operadores en diferencias [1, 6]. Asi,
expandiendo en series de Taylor y de suponer una exactitud
de segundo orden despreciable el laplaciano en la ecuacion
(1) se reescribe como [1, 6, 7, 8, 9, 10]

o Pigq,j=2P j+ Py j

Ax?

Dijr1=2P;j+ Py 1

2
V2o o

. (13)

donde se obtiene una aproximacion del laplaciano con cinco
puntos. La discretizacion del campo & es producto de
particionar el rectangulo, de lados a = nAx y b = mAy, en
(n — 1)X(m — 1) cuadrados de lados Ax y Ay que forman
una malla de puntos discretos (x;, y;) como muestra la Figura
3 (a). En efecto, sustituyendo el laplaciano (13) en la
ecuacion (1) y despejando @, ;, haciendo Ax = Ay se sigue

que
q)i'j _ ¢i+1,j+¢i—1,j‘;'d)i,j+1+q>i,j—1. (14)
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FIGURA 3. (a) Discretizacion del rectangulo y del potencial, (b)
Potencial eléctrico para una malla (55X55).

Esta relacion, que satisface todos los puntos interiores de la
placa, se conoce en la literatura como la ecuacidn laplaciana
en diferencias [1, 6]. El valor del potencial ®(x;,y;) en el
punto (x;,y;) es el promedio de los valores de @ de los
cuatros puntos vecinos ubicados en la malla [1, 6, 7, 11]. La
relacion (12) se resuelve de manera iterativa para j = 1 hasta
n e i =1 hasta m empleando el método numérico de
Liebmann [1, 6].

En la Figura 3 (b) se muestra el caso particular de aplicar
la ecuacion (14) con las condiciones fijadas de @ dadas en (2)
y (3) haciendo a =b =14cmy Vy =12V enel que i =1,
j=1 hasta n =m =56. No obstante, este arreglo es
insertado en una hoja de calculo Excel (ver Anexo 1) para
una malla (55X55) debido a que la proyeccién ortogonal de
las celdas de la hoja de calculo es analoga a las mallas de la
Figura 3 [6]. La distribucién del potencial obtenida en la hoja
de célculo es importada hacia el graficador maple 18 como
un arreglo cuadrado de datos (ver Anexo 2). Los mismos
generan una superficie cuya proyeccién en plano XY
corresponden a las lineas equipotenciales.

/ / \
ov S * oV oV -

114
.

| ) '

ov ov
= = = Solucion exacta
w—  Solucion nimerica

(@) )

FIGURA 4. (a) Potencial eléctrica en interior del rectangulo
(resultados numéricos), (b) Lineas equipotenciales numérica y
exacta.

La Figura 4 muestra la solucién numérica generada en la hoja
de calculo para las mismas coordenadas presentadas en las
soluciones exactas de la Figura 2. El grafico del lado
izquierdo, (a), muestra los valores numéricos del potencial en
el interior del cuadrado, mientras que el grafico del lado
derecho, (b), muestra los valores numéricos de las superficies
equipotenciales. Asi, al comparar y analizar ambas
soluciones, exacta y numérica, se obtiene un error verdadero
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de ~107*% lo cual representa gran exactitud y precision en
los resultados numéricos calculados.

I11. EXPERIMENTO DEMOSTRATIVO

En la presente seccion se describe un arreglo experimental
que permite visualizar la presencia de lineas equipotenciales
predichas por las soluciones exactas y numéricas
previamente obtenidas, efectuar mediciones directas del
potencial eléctrico y comparar resultados.

A. Descripcién y montaje

El arreglo experimental consta:
1. Una cubeta cuadrada de lados L = 16cm
Una fuente de poder de voltaje continuo de 12V
Un voltimetro
Cables de conexion

o

1| (DCPOWER SUPPLY M
e ————"\

1011 =N
Lo, =Rain
CURRENT VOLTAGE

.

. < .

oo
@0 ©:©

Aow Low - o 4 )
©@o®)

FIGURA 5. Disefio experimental
Laplace.

del problema de Dirichlet-

En el disefio y construccion de la cubeta se consider6 el
escenario tedrico mostrado en la Figura 1, por tal razon, la
cubeta fue construida de acrilico transparente sobre el cual se
realiz6 un grabado a escala en la base, con (14X14) cm de
dimensiones de las lineas equipotenciales ilustradas en la
Figura 2. El grabado de las lineas tiene como fronteras dos
laminas delgadas de aluminio, fijadas sobre el acrilico, donde
una tiene forma lineal y la otra forma de U. La primera se
conecta al borne positivo de la fuente de voltaje y la segunda
al borne negativo, ambas laminas se someten a una diferencia
de potencial de 12V de voltaje continuo, sin tener contacto
6hmico, cumpliéndose asi con las condiciones de frontera
electrostaticas.

En la Figura 5 se muestra el arreglo experimental, el
proceso para realizar las mediciones del potencial eléctrico
en el interior de la cubeta y la forma de demostrar la presencia
de las lineas equipotenciales. Para ello se utiliza un
voltimetro digital, conectando la pinza de polaridad positiva
sobre la ldmina lineal y la pinza de polaridad negativa sobre
laldmina en forma de U y luego sobre el grabado de las lineas
equipotenciales. Puesto que las pinzas del voltimetro deben
tener contacto fisico con un medio para poder registrar el
valor del potencial, a la cubeta se le agrega un poco de agua,
hasta que el nivel minimo cubra toda la base. Posteriormente
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 16, No. 1, March, 2022
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la pinza con polaridad negativa se desplaza sobre la base,
obteniéndose de esta manera los potenciales en puntos
simétricos y de cada linea equipotencial grabada sobre la base
de la cubeta.

B. Resultados

En la Figura 6 se muestran los resultados experimentales
arrojados por el voltimetro al efectuar multiples mediciones
en diversos puntos del interior de la cubeta. En el gréafico del
lado izquierdo, (a), se muestra el valor promedio del
potencial en puntos simétricos, asi como la incertidumbre del
instrumento. En el gréfico del lado derecho, (b), se muestra
el valor promedio del potencial tomado sobre diferentes
puntos de una misma linea equipotencial y su respectiva
incertidumbre producto de la naturaleza aleatoria del proceso
de medicion.

(6,401 0,10)V
(511+0,10)v | (508+0,10)V
! ]

(9,97 £ 0,07)V__

- ST Rt
(8,12 + O,IV

(4,09+ 0,09V

1
1 :
4 : 4
(2,91 0,10)V
1

AV AV

t i t
(2,09 4 0,10)V (2,09+ 0,10)V
(2,10+0,11)V
S SR
(0.87£0,10)V | (0,86 0,10V

(1,08 £ 0,10)V

AV = (12,001 0,01)V AV = (12,001 0,01)V

(@ b

FIGURA 6. (a) Resultados de experimentales del potencial
eléctrico en el interior del cuadrado (b) Resultados experimentales
de las lineas equipotenciales.

Para la estimacion del promedio y la incertidumbre del

potencial en los puntos simétricos y en las lineas
equipotenciales se empleo
7 a a
V—Viﬁ, donde D<ﬁ' (15)

La ecuacion 15 indica que tomada N mediciones, el valor
reportado del potencial viene dado por el promedio V de los
potenciales y la incertidumbre es equivalente a la desviacion
estandar del promedio o /+/N. Se tomo la desviacion estandar
del promedio como reporte en la incertidumbre para las
medidas debido que se consideré como criterio a que o /vN
es mayor que la apreciacion D del instrumento de medicién
[12,13].

Obsérvese que el valor tedrico, predicho por las
soluciones exactas y numéricas, mostrados en las
representaciones graficas de la Figura 5, se encuentran dentro
de los limites de la incertidumbre en los valores reportados
que se observan en la Figura 7 para la distribucion del
potencial eléctrico en los puntos simétricos y sobre cada linea
equipotencial fijada. De esta manera se evidencia de forma
experimental la presencia de lineas equipotenciales en el
interior de un cuadrado y la consistencia entre la teoria y la
experimentacion del modelo de Dirichlet-Laplace dado en la
ecuacion (1) sujeta a las condiciones (2) y (3) para la
distribucion del potencial electrostatico, particularmente, en
el interior de un cuadrado.
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IV. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado un analisis teorico-
experimental sobre un problema electrostatico con valor en
la frontera aplicado a wun cuadrado modelado
matematicamente por un problema de Dirichlet-Laplace. En
el estudio teodrico se demostrd que el problema tiene solucion
exacta. Asi mismo se resolvid el problema de forma de
numérica empleando el método de diferencias finitas al
insertar el algoritmo numérico de Liebmann en una hoja de
calculo Excel. Se observd que las representaciones graficas
en el plano XY de ambas soluciones convergen, ademas
muestran el valor del potencial eléctrico en el interior del
cuadrado y evidencian la presencia de las lineas
equipotenciales. Posteriormente en el estudio experimental se
midieron de forma directa los valores del potencial eléctrico
donde los resultados obtenidos muestran consistencia por los
predichos en la teoria.

Finalmente cabe mencionar que el escenario tedrico-
experimental presentado, puede ser utilizado como
herramienta pedagogica demostrativa tanto en el aula de clase
como en el laboratorio para los cursos de fisica y métodos
matematicos aplicados a las ciencias e ingenieria. No
obstante, para otros trabajos pueden considerarse diversos
tipos de geometria, asi como su aplicabilidad en otras areas
de interés.
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ANEXOS

Anexol. Arreglo en una hoja de calculo Excel del algoritmo de Liebmann para resolver numéricamente el problema de
Dirichler-Laplace para un cuadrado

La Figura 1 muestra un arreglo particular en una hoja de calculo Excel para resolver la ecuacion de Laplace con condiciones de
Dirichlet en el interior de cuadrado. La hoja esta configurada de la siguiente forma:

1. Los potenciales sobre el borde superior son de 12V y 0V en los lados restantes.
2. El cuadrado tiene dimensiones de (14 X 14)cm para particionado en 3025 cuadros de lados de 0,25cm

) 5 < ) € F G " o i
2
2 Problema de Dirichlet-Laplace para un Cuadrado
6 12 12 3

O Ecuacién de Laplace en diferencias Condiciones de fronteras de Dirichlet
B o o i Oy B By va | 0 [vo [ o
f 4 vb | 12 [ voz | o
0 Lados (cm) Malla

0 1 a | b n | m [!! P. irlterlores‘ Ax l Ay
2 14 [ 14 56 | s6 3025 | 025 | 025
u D16 +E17 + D18 + C17
3 v 4 0 | |
1% 14 6 12 12 12 12 12 12 12 6

0 ” 13750 O 5,996 8,363496132 9,474805 10,08131588 10,4535 10,702361 5,996 (1]
] 135, 0 3,62 5,083343136 7,454407 8,396957706 9,03032 9,4765316 3,62 1]

1

¢1155 = 1(12 + QZ.SS + ¢1154 + 0)

™ 05 0 0,008 0,016846665 0,0252 0,033471364 0,04163 0,0496566 0,008 0
w 025] 0 0004  0,008409583 0,01258 0,016708423 0,02078 0,024788 0004 O
i3 0| 0 0 0 0 0 0 o ... 0 0
5 0 025 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1375 14 X

FIGURA 1. Hoja de calculo Excel para una malla (55X55).

Las condiciones de fronteras de Dirichlet pueden introducirse primero en el contorno del bloque de la celda. La formula del método
de Liebmann (®;; = (P4 + @iy, + Py jyq1 + P j_1)/4) se implementara al introducir la ecuacion en una de las celdas del
interior (como la celda D17 de la Figura 1). Asi, el valor de la celda se calcula en funcion de las celdas adyacente. Luego se copia la

celda a las otras celdas interiores. Debido a la naturaleza relativa de la instruccién copiar Excel, todas las deméas celdas seran
dependientes de sus celdas adyacentes.

Anexo2: Grafica del potencial ® a partir de los datos calculados en Excel empleando el graficador Maple 18

La Figura 2 muestra la interfaz del graficador Maple 18 ilustrando graficamente sobre el plano XY los datos numéricos del potencial
eléctrico ® obtenido de la hoja de calculo Excel mostrado en la Figura 1.
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FIGURA 2. Interfaz del graficador Maple 18 ilustrando las lineas equipotenciales proporcionada por la soluciéon numérica en la hoja de calculo
Excel.
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Prototipo de lineas equipotenciales en el interior de un cuadrado modelado por un problema de Dirichlet-Laplace

Para graficar con datos en Excel de debe:
1. Insertar en Maple 18 los paquetes with(ExcellTools) y with(plot)
2. Importar los datos accediendo a la ventana de herramienta en la opcion de asistente seleccionando importar datos. Se pide
el nombre del archivo, el nombre de la hoja de calculo en el cual se encuentra y por Gltimo el rango de los datos
3. Etiquetados con algin nombre los datos importado se utiliza el comando surfdata definiendo la funcién, el rango, los ejes
coordenados, los contornos, en color y grosor de las lineas.
Obsérvese en la Figura 2 que al definir los contornos (contorno=[2, 4, 6, 8, 10]) proporciona las lineas equipotenciales para valores
del potencial de ® =2V, ® =4V,® =6V = ® =8V y ® = 10V respectivamente. De esta forma de obtiene la representacién
grafica en el plano XY de la solucién numérica.
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