Desarrollo del

calculo paraingenieria

pensamiento
Leibniziano en una propuesta didactica del

Infinitesimal

EDVCATIO PHYSICORVM

oy e

QVO NON ASCENDAM?

Rogelio Romero Hidalgo?, Javier Lezama?, Ricardo Pulido Rios!

YInstituto Tecnoldgico y de Estudios Superiores de Monterrey. Av. Eugenio

ISSN 1870-9095

Garza Sada 2501 Sur, Tecnologico, 64849 Monterrey, N.L., México.

2 Calz Legaria 694, Col. Irrigacion, Miguel Hidalgo, 11500 Ciudad de México.
E-mail: rogelioromerohidalgo@gmail.com

(Recibido el 5 de enero de 2022, aceptado el 27 de febrero de 2022)

Resumen
El uso de los diferenciales en la ingenieria ha conformado una préactica fundamental para la matematizacion de
fendmenos que ahi se estudian, sin embargo, su ensefianza ha sido excluida o resulta confusa en los cursos tradicionales
de Célculo. En este trabajo se estudia una propuesta de ensefianza del calculo que retoma este uso de los diferenciales.
En particular se analiza una estrategia practica con el uso de los diferenciales en el proceso de la matematizacion del
flujo de un campo vectorial. Se constata la posibilidad de desarrollar el pensamiento infinitesimal Leibniziano como
herramienta matematica indispensable para los estudios en ingenieria.

Palabras claves: Socioepistemologia, Ingenieria, Calculo, Matematizacion, Diferenciales.

Abstract
Use of differentials in engineering has formed a fundamental practice for the mathematization of phenomena that are
studied there, however, its teaching has been excluded or confused in traditional Calculus courses. In this work a
proposal for teaching calculus that takes up this use of differentials is studied. In particular, a practical strategy is
analyzed with the use of differentials in the process of mathematizing the flow of a vector field. The possibility of
developing Leibnizian infinitesimal thought as an indispensable mathematical tool for engineering studies is confirmed.

Keywords: Socioepistemology, Engineering, Calculus, Mathematization, Differentials

I. INTRODUCCION

Cuando se desea coordinar curricularmente la ensefianza
del célculo y la fisica universitaria para las carreras de
ciencias e ingenieria, los estudiantes presentan grandes
dificultades para lograr una comprension satisfactoria de los
conceptos relacionados con el calculo diferencial e integral,
[1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9, 10]. En estas investigaciones se
identifica un bajo nivel de articulacion en lo que se ensefia
en los cursos tradicionales de calculo y la manera se usa
este  conocimiento  otras  disciplinas  cientificas.
Particularmente en la investigacién de Pulido [8, 11] se
explica que en la fisica e ingenieria se recurre de manera
significativa al uso de los argumentos geométrico-
algebraico infinitesimales con diferenciales para muchos de
sus procesos de matematizacion, mientras que en los cursos
tradicionales de calculo no existen este tipo de argumentos,
de hecho, no existen los infinitesimales. Generandose, de
esta forma, gran desconcierto en los estudiantes, pues se les
presentan ideas y conceptos que difieren de la forma en que
son usados en la matematizacion de la fisica e ingenieria.

En las carreras de ingenieria, el uso de los diferenciales
ha conformado una préctica fundamental para la
matematizacion de los fenémenos que ahi se estudian, asi
como para la construccion y definicién de sus conceptos
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[12]. Este uso esta asociado a una estrategia practica con
base epistemologica en el Caélculo de Leibniz, llamada
Toma del Elemento Diferencial, cuya importancia en la
matematizacion puede verse en los trabajos de Euler en
dindmica de fluidos, Fourier en Transmision del calor,
Ampere en Electromagnetismo y Maxwell en la Teoria
Electromagnética, asi como para aplicaciones dentro de las
areas de Optica, entre otros.

En particular, esta estrategia, ha jugado un papel
fundamental para la matematizaciéon y comprension de
conceptos claves del célculo vectorial como son los
conceptos de Flujo y Circulacién, que como se sabe son de
gran importancia para la Fisica y la ingenieria, pues
“solamente con estas dos nociones: flujo y circulacion,
podremos describir de una vez las leyes de la electricidad y
magnetismo” [13].

En este articulo se presentan los resultados de una
investigacion que tuvo como objetivo evidenciar el
desarrollo del pensamiento infinitesimal Leibniziano en una
propuesta didactica del célculo, relativo al proceso de
matematizacion del flujo de un campo vectorial. Propuesta
que ha sido desarrollada con base en investigaciones
doctorales como Alanis [7], Pulido [8] y presentada en los
libros [14, 12, 15] y que tiene como caracteristica
fundamental el reconocimiento de las practicas sociales
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como la base de la construccion del conocimiento
matematico, asi como, el uso declarado de los argumentos
infinitesimales con diferenciales para los procesos de
matematizacion.

La investigacion se llevd a cabo en una institucion
educativa de estudios superiores al norte de México. La
poblacién de estudio fueron estudiantes del tercer semestre
de las carreras de ingenierias y que estan cursando la
materia de Matematicas Il para Ingenieria. De manera
particular para realizacion del estudio se eligieron tres
grupos de clases de Matematicas Ill y de tres profesores
diferentes, considerando al profesor investigador. Estos
grupos con la caracteristica que han tomado previamente
los cursos de Matematicas | y Il para Ingenieria, de dicha
propuesta. En dos de los grupos se aplicaron pruebas piloto,
gue nos permitieron mejorar el examen diagnéstico con el
cual obtuvimos finalmente los datos que se presentan en
este escrito. Para la muestra de estudio se considera un
grupo de 35 estudiantes de que cursan esta materia.

I1. FUNDAMENTOS TEORICOS Y METODO-
LOGICO

Se plantea en [16] que el conocimiento matematico, aun
aquel que consideramos avanzado, tiene un origen y una
funcién social asociados a un conjunto de actividades
préacticas socialmente valoradas y normadas Ilamadas
practicas sociales. Y, en este sentido, se asume que el
calculo infinitesimal es un objeto cultural y tanto su
ensefianza como su aprendizaje no pueden desvincularse de
la practica social que le dio sentido y significado.

Esta situacién permite ubicar el presente estudio en el
campo de la investigacion en Matematica Educativa,
disciplina académica que busca democratizar el aprendizaje
de las mateméticas y en el marco de la Teoria
Socioepistemologica de la Matemética Educativa (TSME),
la cual se ocupa del estudio de fendmenos didacticos
ligados al saber matemético asumiendo la legitimidad de
toda forma de saber, sea este popular, técnico o culto, pues
considera que ellas, en su conjunto, constituyen la sabiduria
humana.

En coherencia con la investigacion de corte cientifico en
Educacién y Matematica Educativa se considera un marco
metodoldgico que ha sido desarrollado bajo las premisas y
principios de la TSME, [17]. En este sentido, se hace un
estudio sobre la problematizacion del saber matemaético
entorno al uso del estilo diferencial Leibniziano, en su
naturaleza epistemolégica, cognitiva, didactica, asi como su
uso en el marco social. Es asi, como se plantea en [18], el
reconocimiento y validacién de distintas argumentaciones,
la  emergencia de las diversas racionalidades
contextualizadas, el entendimiento del caracter funcional
del saber, la resignificacion progresiva considerando varios
marcos de referencia en la base de la construccion del
conocimiento a las practicas sociales.

A partir de los principios de la socioepistemologia y la
inclusion del pensamiento infinitesimal Leibniziano, se
plantea el disefio de Situaciones de Aprendizaje para la
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matematizacion del flujo de un campo vectorial. Esto a
través de Situaciones-Problemas, las cuales pueden ser
entendidas como un conjunto de condiciones de un
fenémeno o preguntas que propician una problematizacién
y seran el instrumento que permite el desarrollo de acciones
en el sistema didactico [19], en este caso, que permitan la
construccion de un modelo matematico para la prediccion
de los valores del flujo de un campo vectorial en un
contexto especifico. La intencidn es identificar el grado de
activacion de los procesos infinitesimales con diferenciales
para la descripcion matematica de dichos fendmenos
fisicos, que permita dar cuenta de un desarrollo del
pensamiento infinitesimal Leibniziano en los estudiantes.

111 PROBLEMATIZACION DEL ESTILO DIFE-
RENCIAL LEIBNIZIANO

A. Dimension epistemoldgica

Se acepta que Isaac Newton (1643-1727) y Gottfried W.
Leibniz (1646-1716) son los fundadores de lo que hoy
conocemos como el Calculo [20], pues ellos crearon una
vision general para tratar los problemas de geometria,
heredados de los griegos y los “nuevos” problemas de la
fisica. Sin embargo, en sus estilos de pensamiento se
pueden advertir algunas diferencias, que nos permitimos
identificar.

Newton, en la presentacion de sus ideas recurre a
argumentos basados en el movimiento y la dinamica de los
cuerpos, en tal sentido considera que las magnitudes son
generadas en el tiempo por un movimiento continuo: asi,
una curva puede ser considerada como generada por un
punto en movimiento, un area generada por el movimiento
de una linea, un sélido generado por el movimiento de un
plano, etc. De esta manera las variables son vistas como
algo que cambia o fluye en el tiempo, fluente, y a su razén
de cambio con respecto al tiempo, fluxién. Asi el problema
fundamental de su célculo es encontrar la relacion entre las
magnitudes que fluyen: las fluentes y sus fluxiones. El
tiempo se considera una variable privilegiada o la variable
independiente por excelencia.

Newton explica que la razén de las fluxiones es igual a
la primera o a la Gltima de las razones de los incrementos o
decrementos de las variables respectivamente. El caso de la
razén UGltima, que alcanzan justamente antes de
desvanecerse en el cero o en la nada, y en el caso de su
razén primera, que es la que tienen justamente al surgir del
cero o de la nada, asi pues, la razdn es exactamente igual a
esta razon ultima de los incrementos “evanescentes" o,
equivalente, a esta raz6n primera de los incrementos
“nacientes”. En la idea de la razéon ultima se ha ligado al
concepto de limites usado en los libros tradicionales de
calculo. [21].

Por su parte el calculo de Leibniz nace en el seno de la
geometria del siglo XVII y tiene su origen en el estudio de
las curvas. Como se plantea en [22], precisamente en el
estudio de las relaciones entre distintas cantidades
geométricas variable, asociadas a las curvas, como son:
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abscisa, ordenada, tangente, longitud de arco, area entre
curvas. A diferencia del pensamiento de Newton, el
establecimiento de relaciones entre cantidades geométricas
variables, por medio de ecuaciones algebraicas, no
presupone la existencia de una variable dependiente de una
independiente, el tiempo, en el caso de Newton. “Las
curvas en el célculo Leibniziano son consideradas como
poligonos con un niimero infinito de lados” [22].

En el célculo Leibniziano la variable se concibe como
una secuencia de valores infinitamente proximos, y que, al
tomar la diferencia infinitamente pequefia, que existe entre
cada dos valores sucesivos de la variable, se obtiene
nuevamente una variable, que es precisamente el diferencial
de la variable. El diferencial de la variable "y" se denota por
“dy”. Esta operacion puede aplicarse reiteradamente
consiguiendo asi: "ddy", "dddy". Una cantidad que es
infinitamente pequefia con respecto a otra puede ser
despreciada si se compara con ésta.

En una curva asociada a una ecuacion con variables “x,
y”, entonces “ds” (diferencial de curva) se relaciona con
“dx”y “dy” formando el llamado Tridngulo Caracteristico.
“Encontrar una tangente es dibujar una linea recta que une
dos puntos de la curva que tienen una distancia
infinitamente pequefa, es decir, el lado prolongado del
poligono infinito angular que para nosotros es lo mismo que
la curva, como”[22].

B. La Toma del elemento diferencial

Con el andlisis de algunas producciones intelectuales de
reconocido cientifico del siglo XVII y XVIII, como Euler
en dindmica de fluidos, Fourier en Transmision del calor,
Ampere en Electromagnetismo y Maxwell en la Teoria
Electromagnética, se permite reconocer un modo de
matematizar basadas, por un lado, en consideraciones
geométricas infinitesimales al estilo Leibniziano: “aceptar
el teorema de Pitagoras en lo infinitamente pequefio” [8]. Y
por otro lado un proceso de constantificacion donde se
busca “determinar el caracter (estable o eventualmente
constante) de algunas de sus variaciones” [23].

Es asi como en estos trabajos se ha podido identificar el
nacimiento de todo un estilo de trabajo para la
matematizacion de ciertos fenémenos de la naturaleza:
“dividir el todo en partes infinitamente pequefias, calcular
las magnitudes correspondientes a ellas y sumarlas es parte
de un proceso medular que corresponde a la necesidad de
calcular el valor de una magnitud asociada a un todo”
[15]. Lo cual se fue estableciendo como una estrategia
practica de uso comun para analizar, cuantificar y
matematizar ciertos fendmenos geométricos y de flujo
continuo de la naturaleza.

El recurso de considerar un elemento de la curva cuando
ésta es considerada como un poligono con un ndmero
infinito de lados rectos infinitamente pequefios, y donde
cada lado puede medirse con un diferencial de longitud dl,
o0 considerar una porcién plana infinitesimal de &rea dA de
una superficie curva visualizada como formada por un
numero infinito de superficies planas, es llamado un caso
de la llamada “La Toma del elemento diferencial” [12].
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C. Dimensién didactica

A finales del Siglo XIX culmind la construccién del
Anélisis Matematico con lo que se obtuvo un fundamento
riguroso del Calculo. La nocion épsilon-delta fue
introducida en los argumentos demostrativos en aras de
garantizar la legitimidad matematica. La idea, ampliamente
difundida, de que los infinitesimales fueron eliminados por
el triunvirato de Cantor, Dedekind y Weierstrass (sefialados
como los culminadores de la construccion del Andlisis
Matematico) es refutada en “Ten Misconceptions from the
History of Analysis and Their Debunking” [21] sefialando
una larga cadena de trabajos en sistemas de numeros
enriquecidos con infinitesimales.

De hecho, Michéle Artigue en [24], sefiala que cuando a
finales del siglo XIX la construccién de los nimeros reales
a partir de los enteros y la definicion moderna del limite
proporcionaron fundamentos solidos al célculo diferencial e
integral, los infinitésimos, y la metafisica que los rodeaba,
fueron rechazados y su uso se volvié sindénimo de précticas
poco rigurosas, ya superadas. Afirma que, sin embargo, el
lenguaje de los infinitésimos siguié siendo utilizado, por
ejemplo, en la fisica; e incluso, continta diciendo, en las
matematicas nunca desaparecié por completo del discurso
informal, del pensamiento heuristico de muchos
investigadores.

Ahi mismo, Artigue se pregunta: ¢Es, pues, este
lenguaje realmente incompatible con el rigor matematico?
;Que es lo que ofrece, interesante o especifico, que
explique su permanencia? Y luego responde: EI Analisis no
estandar, que se desarrollé en el siglo XX, ha permitido
responder a estas preguntas y, a los infinitésimos, tomarse
su revancha. La evidente utilidad en la fisica y la
cuestionada legitimidad matematica marca claramente el
inicio de una confrontacion en el aspecto didactico entre las
matematicas y la fisica que ha perdurado hasta nuestros
dias. Con respecto a esto en un escrito de [25], puede verse
lo siguiente:

“Asi fue apareciendo un verdadero cisma entre la teoria
y la préctica del célculo, al mismo tiempo que el nivel de
rigor en el propio célculo iba subiendo: los que se
dedicaban a cuestiones de fundamentos tenian un sistema
de reglas y los aplicados otro.” [25].

Es asi como Abraham Robinson [26], a principios de la
década de los 60°s con la publicacién de su libro Analisis
no Estandar, introduce el concepto de ndmero hiperreal que
unido a construcciones basadas en la teoria de conjuntos,
logra dar un significado preciso a los “infinitamente
pequefios”. Mostrandose asi que el lenguaje de los
infinitésimos es totalmente compatible con el rigor
matemético. De esta manera son rehabilitados los
infinitesimales en la Matemaética, y asi, cobra sentido el
incorporar, sin sentimiento de culpa, el enfoque
infinitesimal en la ensefianza. Es posible, entonces,
aprovechar la simplicidad, advertida sobre todo por los
fisicos, de las ideas infinitesimales Leibnizianas en la
matematizacion de los fendmenos de la naturaleza y en la
formacion de los conceptos relacionados con los problemas
de la variacion y cambio.
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D. Dimensién Cognitiva

Después de que en el sistema didactico se ha determinado
un saber a ensefiar, como se explica en Brousseau [27], éste
se convierte en un saber transpuesto, despersonalizado,
descontextualizado. Por lo que se convierte en labor del
profesor proceder en sentido contrario al productor de tal
conocimiento, debe contextualizar y repersonalizar el saber,
es decir, debe buscar situaciones que den sentido a los
conocimientos por ensefiar. En este sentido se precisa del
disefio de situaciones didacticas, que permitan establecer
relaciones y controlar relaciones entre los componentes del
sistema didactico, a fin de favorecer la emergencia de
aprendizaje en el contexto escolar.

En consideracion con la Teoria de Situaciones Didactica
(TSD) el alumno aprende adaptandose a un medio que es
factor de contradicciones, de dificultades, de desequilibrios,
un poco como lo ha hecho la sociedad humana. Este saber,
fruto de la adaptacion del alumno, se manifiesta por
respuestas nuevas que son la prueba del aprendizaje,
(Brousseau, 1986). Este supuesto constituye un elemento
basico en la obra de Piaget, y se basa en principios de la
psicologia genética y de la psicologia social, y se podrian
resumir asi: el aprendizaje se apoya en la accién.

En [28] se plantea que Brousseau, en su teoria considera
la matematica como un conjunto organizado de saberes
producidos por la cultura, lo cual permite concebir la
diferencia entre el conocimiento que se produce en una
situacion particular y el saber estructurado y organizado.
Resultando, entonces, que no se puede acceder al saber
matematico si no se dispone de los medios para insertar las
relaciones producidas en la resolucion de un problema
especifico, en una construccién tedrica que abarque dichas
relaciones.

En este sentido, desde la perspectiva de la TSME [16],
se plantea la necesidad de que la gestion didactica responda
a las exigencias del pensamiento, del aprendizaje y de los
escenarios (culturales, histéricos e institucionales) que
requiere la actividad matematica; para ello, esta actividad se
debe apoyar en los propios procesos mentales del
estudiante: sus conjeturas, sus procesos heuristicos, sus
ensayos y exploraciones; de esta manera se abre la
posibilidad de que la intuicidn sirva como punto de partida
para el trabajo en la clase.

“Para recuperar al conocimiento se debe regresar a su
accion de partida, la accién de conocer, los
conocimientos desde el punto de vista de su contenido
conceptual y su contenido factual, para ser objetivables,
requieren del uso que da sentido al conocimiento, de
herramientas y argumentos que tipifican al usuario y alas
situaciones de aprendizaje, escolares o no, pero ligadas a la
vida real donde se ponga en uso a dicho conocimiento, es
decir, se constituya en saber” [16].

E. Dimensién Social

Se identifica a la prediccién como una practica social que
permite la construccién del conocimiento matematico, [16],
pues ante la imposibilidad de controlar el tiempo a voluntad
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obliga a los grupos sociales a predecir, a anticipar los
eventos con cierta racionalidad. De igual manera a través de
la problematizacion del saber matematico se han podido
establecer argumentos que permiten identificar la estrategia
de la Toma del elemento diferencial, en su rol de practica
de referencial dentro de la fisica e ingenieria, esto es
conocer el todo a través de sus partes. La accion de
descomponer algo en sus partes para reconocerlas y luego
volver a juntarlas es una practica recurrente en el ambito
social. Dentro de las ciencias fisica e ingenieria, esto se ha
establecido como una estrategia para la matematizacién de
fendémenos y conceptos llamada “Toma del Elemento
Diferencial” [15].

Igualmente se identifica la linealizacion y a la
constantificacion como elementos de un mecanismo de
practica funcional. La linealizacién y constantificaciéon es
simplemente reconocer que asi, como las curvas en lo
infinitamente pequefio son rectas y el valor de una
magnitud (la razén de cambio) se supone constante en un
tramo infinitesimal, las superficies curvas son planas en lo
infinitamente pequefio y un campo vectorial puede
considerarse constante sobre un &rea infinitesimal de una
superficie.

Sin duda, estos elementos que tienen su origen en las
practicas sociales permiten la creacion de nuevos
argumentos que constituyen herramientas para desentrafiar
los fendbmenos de la naturaleza, que son de interés de la
fisica e ingenieria. De hecho, las ideas de flujo llevadas a lo
infinitamente pequefio, via el pensamiento infinitesimal,
permiten la construccién de una nueva derivada, como es la
divergencia de un campo vectorial y establecerse el
teorema: de la divergencia de Gauss; Este, a su vez, permite
un poderosos modo de caracterizar los campos vectoriales
con sendas ecuaciones diferenciales parciales: como son las
ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial y la
ecuacion del calor.

IV. SITUACION DE APRENDIZAJE

Con el fin de construir una férmula general para calcular el
flujo de un campo vectorial sobre una superficie, se plantea
distintas actividades de aprendizaje como “Situacion-
Problema”. La manera en que se van desarrollando estas
situaciones de aprendizaje es en término a la solucién de
una problematica en contextos reales afines al interés de los
estudiantes. Se inicia con el tratamiento de una situacion
particular, simple y conocida, para luego desembocar en un
caso mas general. La idea es hacer emerger nociones,
procedimientos y resultados del calculo a través de una
problemética relacionada al fendmeno de origen, en su
forma simple, y que a su vez resulten familiares a los
estudiantes [15].

Se inicia con el analisis del fendmeno del flujo de agua,
que en principio es donde se origin6 el término y a su vez
resulta familiar al estudiante y se contextualiza dentro de un
salén de clase. Se plantea la necesidad de calcular la
cantidad de agua que entra al salén de clase en un intervalo
de tiempo dado. Aqui se introduce el concepto de campo
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vectorial, vector velocidad y Flujo. ElI campo de
velocidades del agua en movimiento dara paso a la idea de
campo vectorial en general. El flujo es considerado la razén
a la que atraviesa un fluido (o cualquier otro fluido) una
superficie imaginaria, en un intervalo de tiempo y una
direccion determinada. La visualizacion grafica juega un
papel importante en la concrecion de las ideas.

Estas actividades se proponen que sean realizadas como
actividad central en el salon de clases. Primeramente, se
proponen en forma individual, luego se propone una
discusidn por equipos de tres o cuatro estudiantes y al final
el profesor coordina una puesta en comun de las respuestas
de los equipos. Por ello, como se plantea en [7], se pretende
que los alumnos interactlen con el objeto de conocimiento,
discutan entre iguales las ideas que de él se formen y que se
dé un proceso de socializacién de estas; respetando con esto
lo que nos indican la psicologia cognitiva y psicologia
social. Favoreciéndose a su vez que los estudiantes
conduzcan sus reflexiones hacia formulaciones vy
validaciones. Cada Situacion Problema consta de
secuencias de actividades. En cada una se prevé la
emergencia del pensamiento infinitesimal Leibniziano
como recurso para atender la necesidad de construir la
formulacion matematica.

Caso 1. Fluido con velocidad constante y perpendicular a
una superficie plana.

Situacién Problema

Se parte de la situacion méas simple, donde el campo de
velocidades del fluido del agua es constante y atravesando
perpendicularmente una superficie plana. Se pide imaginar
una compuerta en el piso del salon de clases y que por cada
punto de ella fluye agua al interior del salén en forma
perpendicular al piso y con rapidez constante.

El dibujo de la compuerta en el piso del sal6n de clase
se corresponde a una regioén rectangular en el plano “xy”.

Como se ha considerado que el agua fluye de manera
perpendicular al piso del saldn, donde estd la compuerta y
lo hace a velocidad constante hacia el interior del salon,
entonces la representacion de cada vector en las esquinas es
un vector con la misma magnitud, direccién y sentido. Si se
el vector velocidad en cada uno de los puntos de la
compuerta se formaria una caja rectangular sélida, formada
por todos los vectores de igual magnitud, direccién y
sentido que se corresponde con todos los vectores de la
region del plano que forma la compuerta. Esto se
corresponde a un ortoedro solido con la base rectangular en
el piso del salon. Figura 1.

Ahora para calcular la cantidad de agua que entra al
interior del salén de clase en un segundo, se hace notar que
éste se corresponde con el volumen de la figura formada.
Esta idea permite ir asociando el concepto de flujo con la de
volumen, solo considerando que el volumen es una
magnitud no negativa y el flujo puede ser positivo o
negativo en dependencia de la velocidad y la direccion a la
que se mide el flujo. La base de la caja esta determinada por
los lados de la compuerta y la altura por la magnitud del
vector velocidad.
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FIGURA 1. Representacién grafica del volumen formado al
imaginar una compuerta rectangular en el piso del salon de clases
y que por cada punto de ella fluye agua al interior del salén en
forma perpendicular al piso, pero ahora con velocidad constante.

Caso 2. Fluido con velocidad variable y perpendicular a
una superficie plana.

Situacion Problema

En esta situacién se considera, nuevamente, imaginar una
compuerta rectangular en el piso del salon de clases y que
por cada punto de ella fluye agua al interior del salon en
forma perpendicular al piso, pero ahora con velocidad
variable. Al dibujar los vectores de velocidad
correspondiente a las esquinas de la compuerta, en los lados
y al interior, se reconoce que la figura que se formaria no es
un ortoedro como en el caso anterior. Aqui se presenta el
reto de calcular el volumen del sé6lido formado. Figura 2

Z
A

FIGURA 2. Representacion grafica del volumen formado al
imaginar una compuerta rectangular en el piso del salén de clases
y que por cada punto de ella fluye agua al interior del salén en
forma perpendicular al piso, pero ahora con velocidad variable.

Se hace notar que no puede usarse la manera de resolver el
caso anterior pues la figura ya no es un ortoedro. La
propuesta es la de encontrar el volumen del sélido por
medio de la descomposicion en rebanadas infinitesimales y

sumarlas: v:J'dv. Esto se corresponde al uso de la
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estrategia de la Toma del Elemento diferencial, mismo que
ha sido usado en situaciones anteriores para encontrar,
longitud de curvas, areas, masas, asi como volumen de un
solido de revolucion. Esto consiste en imaginar cortes a la
figura en forma de rebanadas infinitesimales. En este caso
es viable hacer cortes con planos paralelos al plano “yz” en
direccion del eje “x” o cortes con planos paralelos al plano
“xy” en direccion del eje “y”. Como puede notarse se
generan dos maneras de obtener el mismo volumen.

Si se considera el corte en direccion del eje “x” el
volumen de cada rebanada se corresponde a un diferencial
de volumen dV, cuyo valor puede obtenerse de calcular el
area correspondiente multiplicado por el ancho de la
rebanada infinitesimal dx. Luego sumando todos los
diferenciales de volumen a lo lardo del intervalo [a, b] se
obtiene el volumen del sélido, el cual corresponderia al
flujo deseado.

V= jb av = jb L" £ (x, y)dxdy - (1)

De la misma manera si se considera el corte en direccion
del eje “ Y ” el volumen de cada rebanada se corresponde a

un diferencial de volumen dV, cuyo valor puede obtenerse
de calcular el area correspondiente multiplicado por el
ancho de la rebanada infinitesimal dy. Luego sumando
todos los diferenciales de volumen a lo lardo del intervalo

[c, d] se obtiene el volumen del solido, el cual
corresponderia al flujo deseado.
d d eb

V=["dv =] ["f(xy)dydx. @)

Caso 3. Fluido con velocidad constante no perpendicular a
una superficie plana.

Situacion Problema

Nuevamente se pide imaginar una compuerta rectangular en
el piso del salén de clases y que por cada punto de ella
fluye agua al interior del salén de clases, pero ahora en
forma no perpendicular al piso, pero con velocidad
constante. Al dibujar los vectores de velocidad
correspondiente a dicho fluido se observa que se forma un

angulo con la direccion perpendicular (normal N) del
plano. Figura 3.

En este caso se considera el fluido atravesando una
superficie plana rectangular pero no perpendicular a dicha
superficie. En este caso, la componente escalar de la
velocidad en la direccion normal a la superficie: (F-N) es
la que contribuye al flujo, obteniéndose la formula para el
flujo como:

Flujo :|E|cos(.9)A= (F-N)A. ®)
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N

=

=1

(V + V)

FIGURA 3. Representacion grafica del volumen formado al
imaginar una compuerta rectangular en el piso del salon de clases
y que por cada punto de ella fluye agua al interior del sal6n en
forma no perpendicular al piso, pero ahora con velocidad
constante.

Caso 4. Fluido con velocidad variable atravesando una
superficie curva.

Situacion Problema

Aqui se presenta un caso general donde se pide calcular el
flujo del fluido con velocidad variable atravesando una
superficie curva. El fluido se desplaza con velocidad

variable F(x,y,z), en magnitud y direccion, y atravesando
una superficie curva S.

En este caso general no podemos usar alguno de los
casos anteriores, por lo que de igual manera se considera la
estrategia de Toma del elemento diferencial para hacer la
formulacion matematica. Para el caso de la superficie de la
curva consideramos los elementos diferenciales de
superficie dS, que se linealizan en lo infinitesimal. De igual
manera para cada porcién de superficie infinitesimal se
constantifica la velocidad, esto es considerar que es
constante en dicha porcidn infinitesimal. De aqui se obtiene
que el flujo infinitesimal. Finalmente, al sumar todas las
diferenciales de flujos, correspondiente, a todas las
porciones infinitesimales de superficies S se obtiene que el
flujo total. Figura 4.

Flujo= ([ (F-N)ds - 4)
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A la integral resultante en el planteamiento del calculo del
flujo se le llama Integral de Superficie, porque el objeto
donde se integran o suman los diferenciales de flujo es una
superficie.

FIGURA 4. Representacion grafica del volumen formado al
imaginar una compuerta rectangular en el piso del salén de clases
y que por cada punto de ella fluye agua al interior del sal6n en
forma no perpendicular al piso, pero ahora con velocidad variable.

V. ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

En esta parte, con el objetivo de evidenciar la comprension
del uso de la Toma del elemento diferencial, relativos al
proceso de matematizacion del flujo, se presentan los
resultados de las actividades exploratorias y de estudio
realizadas. Para ello se consideraron tres grupos de clases.
Tomando en consideracion el alcance exploratorio de esta
investigacion, se consideré un grupo de clases de 37
estudiantes que estan cursando Matematicas para Ingenieria
I, curso que ha sido impartido por el profesor
investigador. Como muestras para el andlisis, se eligieron
las respuestas de tres estudiantes del grupo. Como se indica
en (Hernandez Sampieri et al., 2014), en los estudios
cualitativos el tamafio de la muestra no posee importancia,
ya que el interés del investigador no es generalizar los
resultados de su estudio a una poblacién mas amplia. Se ha
de considerar el nimero de casos que permita responder a
las preguntas de investigacion y acorde a la contribucion
que se piensa hacer con ella.

Primeramente, se consider6 aplicar una pregunta
exploratoria a dos de los grupos participantes, para un total
de 72 estudiantes. Luego se considerd la aplicacion las
preguntas del estudio al tercer grupo, de 37 estudiantes.
Estas preguntas fueron incluidas como preguntas
complementarias en el examen final del curso.

Pregunta Exploratoria

Para construir la férmula general para calcular el flujo de un
campo a través de una superficie en una direccién dada se recurrio
a la estrategia de tomar un diferencial de superficie, ;,como es que
esta estrategia ayuda en el célculo de flujo?

A continuacion, se muestran algunas de respuestas
planteadas por los estudiantes:
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Respuesta: “Si el campo vectorial varia de manera no
lineal de acuerdo con la posicion, no se podria determinar
el flujo de manera geométrica. Con el diferencial se obtiene
el flujo en cada parte minGscula de la superficie y al
sumarlas todas en una integral se obtiene el flujo total de
manera exacta”

Respuesta: “La estrategia ayuda porque la superficie no es
curva. Se necesita encontrar los flujos en cada porcién
infinitesimal para luego sumarlos y que nos dé el flujo total
Respuesta: “Ya que el flujo no es el mismo en cada
superficie. Es de ayuda evaluarlo en un tramo pequefio
para posteriormente realizar una sumatoria con limites
establecidos. El uso del diferencial de superficie simplifica
la operacion y permite la evaluacion ya sea en una figura
irregular o una fuerza variable”

El andlisis de estas respuestas permitié hacer un ajuste a
la pregunta del estudio y cambiar algunos elementos de
ésta. Para el estudio se aplic6 una pregunta a un grupo de
37 estudiantes. Como inicialmente es el estudio de
investigacion estaba considerando la matematizacion del
flujo y la matematizacién de la circulacion, se incluyeron
preguntas de ellos en dos tipos de examen Tipo Ay Tipo B.
Finalmente debido a lo extenso que podria resultar el
andlisis, y tomando en cuenta que el objetivo de la
investigacion se podia cumplir tomando en cuenta un solo
concepto, se consider6 hacer el andlisis para el tema
relacionado a la matematizacién del Flujo. En este caso la
cantidad de estudiantes de estudio es 17 estudiantes.

Pregunta de estudio

Se desea calcular el flujo de un campo vectorial variable a través
de una superficie curva. Describa con sus palabras un
procedimiento general que permita obtener el valor de la del flujo
del campo vectorial a través de una superficie.

En esta pregunta se plantea el calculo del flujo de un campo
vectorial para el caso mas general, donde el campo es
variable y atravesando una superficie curva. En este sentido
se pide que haga una descripcion del procedimiento que de
manera general puede usar convenientemente para calcular
el flujo total. Se espera que el estudiante reconozca la
pertinencia del pensamiento infinitesimal Leibniziano para
encontrar la formula general del flujo. En lo que sigue
describimos la respuesta de cada alumno con su respectivo
analisis.

En particular, para el andlisis de las respuestas a esta
pregunta se consideraron indicadores cuatro elementos que
caracterizan al pensamiento infinitesimal Leibniziano y que
fueron identificados en el estudio epistemologico:

»  descomposicion infinitesimal,

» lalinealizacion,

= constantificacion y

= suma de infinitesimales.

A continuacion, se muestran algunas significativas de tres
estudiantes antes la pregunta de estudio.

Respuesta Alumno 1 — “Primero se toma una porcion de la
superficie infinitamente pequefia, que es un cuadrado
(plano). Luego se analiza la contribucion infinitesimal del
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campo en este especifico punto, tomando en cuenta cémo se
comporta y el area del cuadrado, esto se hace para que el
campo en este punto sea constante. Una vez que se tiene la
contribucion infinitesimal, se busca acumular todas estas
contribuciones dentro de la region de la superficie ”.

Respuesta Categoria
Primero se toma una porcion de la superficie | Descomposicion
infinitamente pequefia, que es un cuadrado infinitesimal
(plano).
Luego se analiza la contribucién Linealizacién

infinitesimal del campo en este especifico
punto, tomando en cuenta cdmo se comporta
y el area del cuadrado,

esto se hace para que el campo en este punto | Constantificacion

sea constante.

Suma
infinitesimal

Una vez que se tiene la contribucion
infinitesimal, se busca acumular todas estas
contribuciones dentro de la region de la
superficie.

Respuesta Alumno 2 - La superficie se divide en muchas
porciones o regiones infinitamente pequefias. En cada una
de esas superficies diminutas, es posible calcular cuanta
proyeccion o contribucién en sentido perpendicular ejerce
el campo vectorial. Ademas, se dice que, en cada porcién
infinitesimal, se mantiene constante el campo vectorial. A
este proceso se le llama constantificacion. Finalmente se
suman todas las pequefias cantidades de flujo a lo largo de
la superficie para encontrar el flujo total.

Respuesta Categoria
La superficie se divide en muchas porciones Descomposicién
0 regiones infinitamente pequenas. infinitesimal

En cada una de esas superficies diminutas,
es posible calcular cuanta proyeccién o
contribucion en sentido perpendicular ejerce
el campo vectorial

Ademas, se dice que, en cada porcién Constantificacion
infinitesimal, se mantiene constante el campo
vectorial. A este proceso se le llama

constantificacion.

Suma
infinitesimal

Finalmente se suman todas las pequefias
cantidades de flujo a lo largo de la superficie
para encontrar el flujo total.

Respuesta Alumno 3 - Se necesita conocer la funcion del
campo vectorial que actla sobre esta superficie. Como es
una superficie curva se tomaran pequefias porciones de ésta
y se considerardn planas. Una vez que tengamos esta
pequefa porcion de area, se considerara la pequefia porcion
de flujo que pasa a través de ella (dF), y este se calculara a
partir de la funcion del campo vectorial dada y multiplicarla
por el vector normal (que nos indica la direccion del flujo
respecto a nuestra superficie). Una vez obtenido éste se
debe sumar todos los pequefios flujos que existen en nuestra
superficie curva considerando los limites de nuestra region.

Respuesta Categoria

Se necesita conocer la funcion del campo
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vectorial que actla sobre esta superficie.

Como es una superficie curva se tomaran Linealizacion
pequefias porciones de ésta y se consideraran

planas.

Constantifica
cion

Una vez que tengamos esta pequefia porcion de
area, se considerara la pequefia porcion de flujo
que pasa a través de ella (dF), y este se
calculara a partir de la funcién del campo
vectorial dada y multiplicarla por el vector
normal (que nos indica la direccion del flujo
respecto a nuestra superficie).

Suma
infinitesimal

Una vez obtenido éste se debe sumar todos los
pequefios flujos que existen en nuestra superficie
curva considerando los limites de nuestra region.

Respuesta Alumno 4 - Normalmente para calcular el flujo
necesitamos multiplicar la velocidad por el area, pero,
siendo ésta una superficie curva y partiendo de un campo
vectorial variable, debemos de tomar un elemento
infinitesimal en la cual la superficie curva tienda a ser lineal
(linealizacion). Asi mismo, debemos tomar un elemento
infinitesimal del campo para que se constantifique su valor.
Después vamos a sumar las contribuciones para evaluar el
flujo.

Respuesta Categoria
Normalmente para calcular el flujo Descomposicion
necesitamos multiplicar la velocidad por el infinitesimal
area, pero, siendo ésta una superficie curva
y partiendo de un campo vectorial variable,
debemos de tomar un elemento infinitesimal
en la cual la superficie curva tienda a ser Linealizacién

lineal (linealizacidn).

Asi mismo, debemos tomar un elemento Constantificacion
infinitesimal del campo para que se

constantifique su valor.

Suma
infinitesimal

Después vamos a sumar las contribuciones
para evaluar el flujo.

VI. CONCLUSIONES

Con la implementacion de las situaciones de aprendizaje
presentada en este estudio, a fin de construir una férmula
general para calcular el flujo, fue posible identificar
argumentos y hechos que permiten afirman que es factible
el desarrollado el pensamiento infinitesimal Leibniziano,
asi como favorecer un cambio significativo en la relacion
del saber del estudiante en torno al uso de los diferenciales.
El analisis de las respuestas de los estudiantes puede
notarse como se evocan algunos indicadores caracteristicos
del pensamiento infinitesimal Leibniziano, mismos que
fueron identificados en el estudio epistemolégico realizado.

En este disefio de las situaciones de aprendizaje para la
matematizacion del flujo no se privilegia el caracter l6gico
deductivo del célculo, sino que se enfatiza la activacién de
las précticas de prediccién, medicion, matematizacion. De
esta forma se permite ir mas alld de los procedimientos
algoritmicos y las formulas y provocar la activacion de los
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argumentos geométricos, algebraicos y visuales en el
contexto de lo infinitesimal.

Con el desarrollo del presente trabajo se pretende
contribuir al mejoramiento de la ensefianza y el aprendizaje
del célculo universitario. En este sentido, se aportan
elementos a favor de una reconstruccion entre la didactica
del calculo y la didactica de la fisica e ingenieria, que logre
articular los contenidos asociados al uso de los
diferenciales, en términos a la manera como éste es usados
en otras areas de la ciencia. Y de este modo, favorecer el
aprecio del conocimiento matematico en su calidad de
herramienta para resolver problemas en contextos reales
afines a sus aspiraciones académicas de los estudiantes.
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