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Resumen
Los libros de Fisica recomiendan utilizar bolas de diametros pequefios y nimeros de Reynolds muy bajos, cuando se
aplica la ley de Stokes a la medida de la viscosidad de liquidos, especialmente la glicerina, pero no cuantifican ni el
Reynolds ni el didmetro, de modo que utilizando varias bolas de didmetros pequefios, sorprendentemente, se obtienen
valores diferentes de la viscosidad, aun manteniendo constante la temperatura. En este articulo se hace un estudio que
permite cuantificar los diametros de las bolas y los valores del Reynolds, por debajo de los cuales se debe trabajar para
obtener un valor de la viscosidad constante.
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Abstract
Physics books recommend employing small diameter balls and very low Reynolds numbers, when Stokes‘ Law is
applied for measuring liquid viscosity, especially that of glycerine. However, neither Reynolds nor ball diameters are
quantified, so that if several small diameter balls are employed, surprisingly, different viscosity values are obtained,
even under constant temperature. In this study we performed experiments that enabled us quantify the actual ball
diameters and Reynolds values, under which work should be carried out to obtain a constant viscosity value.
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I. INTRODUCCION

Una practica frecuente en los primeros cursos de Facultades
y Escuelas Técnicas, es aplicar la ley de Stokes para
estudiar facilmente el movimiento de sélidos (esferas) en
un medio resistente. Generalmente se utiliza glicerina y
esferas de diametro superior a 1 mm; se mide su velocidad
limite, el nimero de Reynolds y como aplicacién, el
coeficiente de viscosidad del fluido.

Los autores hemos verificado, que utilizando distintas
esferas de radio superior al milimetro, si que se alcanza
répidamente la velocidad limite, sin embargo, se obtienen
resultados que conducen a valores distintos del coeficiente
de viscosidad de la glicerina, aun teniendo gran cuidado en
mantener la temperatura constante. En otras palabras,
alcanzar la velocidad limite es una condicién necesaria pero
no suficiente. No obstante, cuando se emplean esferas de
radios inferiores al milimetro, los valores del coeficiente de
viscosidad se mantienen muy aproximados dentro de los
errores experimentales, lo que parece indicar que la teoria
de Stokes funciona bien para esferas de radios muy
pequefios (r < 1 mm) y no tan bien para esferas de radios
superiores.
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Il. FUNDAMENTO TEORICO

Cuando un solido se desplaza verticalmente y en sentido
descendente en el seno de un fluido sobre él actGan las

siguientes fuerzas: El peso del sélido |5, en vertical y

sentido hacia abajo, la fuerza de empuje E, vertical y
sentido hacia arriba y una fuerza resistente al movimiento

Fr , vertical y hacia arriba, Fig.1. Esta fuerza dependera de
la naturaleza del fluido, de la seccion transversal, de la
forma del solido y directamente de una potencia de la
velocidad v con que se desplaza. Para el caso de sélidos
esféricos dicha fuerza podra expresarse como:

Fr=-Cprnv. (1)
Donde r es el radio de la esfera, Cp un coeficiente de

rozamiento o de arrastre y 1 el coeficiente de viscosidad del
fluido.
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FIGURA 1. Fuerzas sobre una esfera en movimiento en el
seno de un fluido.
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Analizando el balance de las fuerzas, si el
movimiento es acelerado, con aceleracidn no constante y en
sentido vertical descendente. Teniendo en cuenta que segln

la ecuacion (1) PR aumenta con la velocidad, resulta que un
movimiento inicialmente acelerado, termina por convertirse
en otro uniforme, cuando

|ﬁ|:|E+|fR|. 2)

En este caso, la velocidad constante alcanzada, recibe el
nombre de velocidad limite v,.

Se comprueba que si se emplean bolas de acero de masa
m y densidad pg y glicerina de densidad pg el movimiento
uniforme a la velocidad limite, segln la teoria se alcanza a
tiempo infinito, pero en la préctica se alcanza en seguida
como puede verse en la fotografia estroboscépica [1] de la

Figura 2.

FIGURA 2. Fotografia estroboscopica de una esfera de radio 4
mm descendiendo en glicerina. Se ha tomado en intervalos de
tiempo de 0,104 s. La distancia entre los indices de la regla es 200
mm.

En esta ocasion el intervalo temporal entre cada dos
posiciones consecutivas de la bola, es At = 0,104 sy la
distancia entre los indices de la regla es 200 mm.
Intencionadamente, hemos empleado una bola de radio 4
mm, mayor que el de las esferas utilizadas posteriormente
para medir la viscosidad, para comprobar realizando
medidas cuantitativas en la foto, que la velocidad limite se
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establece muy pronto, y asi nos aseguramos que con esferas
mas pequefias, la velocidad limite se alcanzara rapidamente.
Cuando la bola se mueve con la velocidad limite, el
problema fisico es equivalente al del movimiento de un
fluido alrededor de un obstaculo estatico, cuando la
velocidad del fluido en el infinito es uniforme e igual a v
Suponiendo el flujo incomprensible, las ecuaciones de la
Fisica de Fluidos para este problema dependen de un Unico
parametro adimensional, que se llama nimero de Reynolds.

_2rpg v
Mo

R, ©)

Donde ng es la viscosidad de la glicerina y pg su densidad.
Stokes demostré en 1851 que en el limite Rg—0
(equivalente a despreciar las fuerzas de inercia frente a las
fuerzas viscosas) y para el caso de una esfera, existe una
solucién exacta (y laminar) para el campo de velocidades
del fluido, a partir de la cual se puede obtener una expresion
explicita para el coeficiente de arrastre.

Cp = 6m/r. 4)

De tal forma que la fuerza de resistencia es Fr = -6mrnv.
Desde el trabajo pionero de Stokes, el estudio del
movimiento de un fluido viscoso en torno a un sélido se ha
convertido en uno de los problemas fundamentales de la
Fisica de Fluidos y de la Hidrodindmica. Por supuesto esta
fuera de lugar en este articulo, de intencion meramente
didactica extenderse mas en este asunto. Tan solo
mencionaremos que obtener expresiones tedricas mas alla
del limite de Stokes un campo que, a pesar de mas de 150
afios de avances, todavia no estd cerrado [2]. Lo mismo
ocurre, incluso tras los bien conocidos estudios de von
Karman, con el fenémeno de la inestabilizacién del flujo
por detras del s6lido (aparicién de estelas y de turbulencias)
que sucede a valores del Rg més altos de los que manejamos
aqui.

Una vez alcanza la velocidad limite, combinando las
ecuaciones (1), (2) y (4) se obtiene:

mg=Vpgg+6mrnv, ,

4 4
—nrspBgzgnerGg+6nrnvL,

3 (%)
4
gnr g(ps—pg)=6mrnv, ,
2 r2
n—§g(ps—pe)q :

Existen diversos libros de Fisica Experimental [3, 4, 5, 6, 7,
8], en los que se incluye una practica para determinar la
viscosidad de la glicerina, midiendo las variables que
contiene la ecuacion (5). Si se utiliza dicha ecuacién, es
preciso lograr que la esfera alcance la velocidad limite y
medirla, junto con las dos densidades y el radio de las
esferas.
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En la mayoria de los textos se sugiere, solamente de
forma cualitativa, que las esferas utilizadas sean de radio
pequefio y algunos ponen otra condicién y es que el nimero
de Reynolds sea mucho menor que 1, Re<< 1, de acuerdo
con el caracter asintético de la formula de Stokes, Ec. (4).
Finalmente, dos textos de los citados [3, 6] indican que la
velocidad limite medida experimentalmente  debe
corregirse, mediante la ecuacién conocida con el nombre de
Ladenburg, debido a que la esfera se mueve en un medio
limitado por paredes y no en un fluido de extension infinita.

VCorregida = VL (1+ kéj = VL (14_ 2!“'%) . (6)

En la que R es el radio del cilindro donde se ha
determinado la velocidad limite y k una constante. No
existe unanimidad en el coeficiente k, algunos autores
indican el valor 2,1 como la referencia [9].

La ecuacidn (5) puede escribirse:

Zg(PB _pe) r2

v, = o

(")

Resultando que si la ecuacidn es valida para esferas que
alcancen la velocidad limite, al representar v, frente a r’a
una cierta temperatura, se debe obtener una linea recta. Para
verificarlo es necesario emplear varias esferas de distinto
radio, pero de la misma densidad pg.

Comenzamos el experimento con esferas de radio r > 4
mm y aunque se alcanzaba enseguida la velocidad limite, al
representar v, = f(r?) no se obtenia la recta esperada, o en
otras palabras, el valor obtenido de la viscosidad parecia
depender del didmetro de la esfera. Decidimos entonces
trabajar con esferas de radios r <1,50 mm, buscando a partir
de qué valores de r los resultados de la viscosidad se
mantenian constantes dentro de los errores experimentales.

I11. TECNICA DE MEDIDA
A. Materiales y dispositivo

Se utilizaron los instrumentos indicados en la Figura 3:
(1) Sonda de temperatura, (2) Termémetro digital, (3) Reloj
digital, (4) Probeta.

Otros elementos que no estan en la imagen: Electroiman
(situado encima de la probeta) con interruptor y fuente de
c.c. Camara fotografica digital conectada a un ordenador.
Dos focos de iluminacién con paraguas reflectores. Barras y
nueces de montaje. Fondo negro.

Esferas de acero de diferentes radios, en mm:
0,50:;0,79;1,00;1,25;1,50.

Las esferas de acero se venden, a precio muy
asequible, en tiendas de rodamientos. Se suministran con
el valor de sus diametros, los comprobamos empleando un
micrémetro y los valores suministrados por el fabricante
son muy fiables.

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 8, No. 1, March 2014

128

Puntualizaciones en las aplicaciones didacticas de la ley de Stokes

FIGURA 3. Montaje experimental con la sonda de temperatura
(1) en la probeta (4), conectada al termdmetro digital (2). Un reloj
digital (3) y la regla para determinar las posiciones de la bola,
sobre la propia fotografia. Obsérvese también a la bola
descendiendo.

B. Determinacion de la densidad de las esferas

Para determinar la densidad de las bolas se han medido,
para diversas esferas sus diametros, con un micrometro y
sus masas con una balanza electrénica, obteniéndose como
valor medio de la misma:

kg
F.

ps =(7,77£0,09)-10°

C. Determinacion de la densidad de la glicerina

La glicerina utilizada es un producto comercial designado
como “glicerina bidestilada”. Su densidad se determind
midiendo los volimenes de liquido con una probeta y
pesando cada contenido en una balanza electrénica. La
temperatura de la glicerina estaba comprendida entre 23 y
24°C,

El valor medio obtenido para la densidad de la glicerina:

P :(1,26i0,01)-103k—%.
m

D. Determinacion de la velocidad limite y de la

temperatura

Para determinar la velocidad limite se siguieron los

siguientes pasos:

1) Se coloca la bola en el electroiman cerrando el circuito.

2) Se abre el interruptor del electroiméan, con lo que la bola
cae en vertical, al mismo tiempo que se pone en
funcionamiento el reloj digital.

3) Se fotografia la caida de la bola. Dado que la velocidad
de caida es muy lenta se obtiene un conjunto de varias
fotografias con las posiciones de la bola, en distintos
instantes de tiempo, siendo una la de la Fig.3. En cada
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fotografia quedan registradas: la temperatura, el instante
de tiempo y la posicidn de la bola.

4) Con cada bola se han realizado tres series de medidas,
para confirmar la validez de los datos experimentales.
Las bolas de radio inferior a 1 mm a veces quedan
retenidas en el electroiman debido al magnetismo
remanente, por ello fue preciso soltarlas con la mano.
La bola de radio 0,50 mm permanecia sobre la
superficie de la glicerina sin hundirse, debido a la
tension superficial y a su pequefio peso, por lo que fue
necesario empujarla dentro de la glicerina con un objeto
ligero, para que empezara a descender.

La viscosidad de la glicerina depende de forma notable de

la temperatura. Hemos realizado todos los experimentos

manteniendo su temperatura dentro de un intervalo de
23,2+0,1°C

El trabajo se efectud en un laboratorio con calefaccion y
el control de la temperatura se hacia con un ventilador
dirigido directamente a la probeta que contenia la glicerina
y abriendo y cerrando las ventanas del laboratorio, cuando
era necesario. Esto nos exigié dosis de paciencia para
mantener constante la temperatura adecuada.

La posicién se obtiene directamente en la pantalla del
ordenador. En cada fotografia se traza una linea recta que
va desde la bola a la regla. En el ordenador se amplia al
maximo la fotografia y esto nos permite leer la posicion con
una incertidumbre de £1mm (Figura 4).

0 20/30 40 50 60 7

FIGURA 4. Trazando con el ordenador una linea horizontal,
desde la bola a la regla, medimos su posicion en cada instante. El
cable que aparece en vertical, a la derecha dentro de la probeta, es
la sonda de temperatura introducida en la glicerina.

IV. RESULTADOS

A. Representaciones gréaficas

Para cada esfera se representa la posicion y, frente al
tiempo t. La pendiente de la recta nos da la velocidad limite

experimental. Se muestran los resultados para las distintas
esferas, en las Figuras 5 y 6.
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Bolas:
r; = 0,50 mm r,=0,79 mm
y, =0,00333t + 0,00002 y, =0,0083t +0,0008
Ry?= 0,9995 R,2=0,9997
0,250
0,200
r,=0,79 mm|

r,=0,50 mm
0,150 ”(

y/m

0,100

0,050

0,000

00 100 200 300 400 500 600 700
t/s

FIGURA 5. Gréfica posicion-tiempo de las bolas de radios: 0,50
mmy 0,79 mm.

Bolas:
r;3=1,00 mm r;=1,25 mm |'5=1 ,50 mm
y, =0,0132t+0,0021 Y,=0,0200t+0,0022  ¥5= 0,0271t - 0,0006
R;%= 0,9992 R,%=0,9988 R.?= 0,9999
4 re=1,25 mm
r;=1,50
0,200 s~1,o0 mm
r;=1,00 mm
0,150
g /
>

0,100 //
0,050 /

7

0,000
0,0 30 6,0 9,0 120 150 180

tis

FIGURA 6. Gréfica posicion-tiempo de las bolas de radios: 1,00,
1,25y 1,50 mm.

Todos los resultados experimentales correspondientes a las
velocidades limites, en funcién de los didmetros de las
bolas se muestran en la Tabla I.
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TABLA I. Velocidades limite.

Diametro de las bolas/mm Velocidad limite v, ;ms™
1,00+0,01 (333+0,01)10°°
1,58+0,01 (83+0,1)1073
2,00+0,01 (13,2+01)1073
2,50+0,01 (20,0+0,1)1072
3,00+0,01 (271+0,1)1073

Representamos la velocidad limite frente al cuadrado del
radio, ajustando por una recta, como cabe esperar de
acuerdo con la ecuacion (7), deducida de la ley de Stokes,
véase la Figura 7.

v, = 0,0124x
RZ= 0[9947

0,030

0,025

0,020

0,015

0,010 ]

b

Velocidad limite, v,/ ms

A
0,005
/

0,000

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25

Radio al cuadrado, r2=x/ mm?2

FIGURA 7. Representacion de la velocidad limite frente al
cuadrado del radio, ajustando por una recta.

Los puntos experimentales se adaptan aproximadamente a
una recta, sin embargo, el coeficiente de correlacion esta
algo alejado de la unidad. Probamos a ajustar los datos
anteriores por una curva de segundo grado y el valor de R?
se hace la unidad, Figura 8.

v, =-0,001x2 + 0,0145x - 0,0002

9 0,030 RZ=1 pr
E 0,025
* 0,020 -/
g /’
£ 0015
= /ﬂ/
T
S 0,010 v
2 y
$ 0,005 =
0,000

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

Radio al cuadrado, r?2=x/ mm?

FIGURA 8. Representacion de la velocidad limite frente al
cuadrado del radio, ajustando por una parabola.
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Representamos ahora solamente, los puntos
correspondientes a las tres esferas de radios mas pequefios y
los puntos experimentales se ajustan a una recta, con un
coeficiente de correlacién R? que es préacticamente la
unidad (Figura 9).

Bolas de radios/mm: 0,50; 0,79; 1,00 v,=0,0132x+ 7E-0

R2? =0,9999

0,014
' A
0,012

/

e

0,010
0,008
0,006 <
0,004 /

o

0,002
0,000

Velocidad limite v, /m.s

0,0 0,5 1,0 1,5

Radio al cuadrado, r?=x/mm?

FIGURA 9. Representacion de la velocidad limite frente al
cuadrado del radio para las tres bolas de menor radio.

Los resultados parecen indicar que la ley de Stokes
funciona bien para radios de las esferas inferiores o iguales
almm.

B. Determinacion de la viscosidad y del ndmero de
Reynolds

Incertidumbre en la diferencia de densidades:
pg —pg =(7,77+0,09)-10° - (1,26+0,01)-10° = (6,5+0,1)10°

g = %100%:1,5%

6,5
Empleando la ecuacion (5) se determina la viscosidad de la
glicerina con cada bola y el nimero de Reynolds con la
ecuacion (3); mostrandose los resultados en la Tabla Il.

TABLA IlI. Viscosidad de la glicerina segun el radio de la bola y
el nimero de Reynolds.

L 3 4 Viscosidad/ i

Diametro | V/10”ms 4o Numero de
bolas/mm n/kgm s Reynolds
LO0£001 | 3331001 | 1064004 | (40+02)10°3
198£001 | 53101 | 1064004 | (16+1)107
200£001 1 135401 | 107+003 | (31:+2)103
290£001 1 200101 | 1114004 | (57+3)10°3
300£001 1 571401 | 118+004 | (s744)107
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Se deduce de la Tabla I, que cuanto menor es el nimero de
Reynolds, los valores de la viscosidad son mas similares
dentro de los errores experimentales, sin embargo, para
Reynolds mayores se empiezan a dispersar. El resultado
esta vinculado al hecho de que la férmula de Stokes es una
aproximacion valida, en el limite Re—0.

Finalmente se ha representado la viscosidad frente al
radio, confirméandose lo visto acerca del tamafio adecuado
de las esferas, para lograr medidas coherentes de ésta
magnitud (Figura 10).

Viscosidad de la glicerina frente al radio de la bola
1,25

1,20

1,10 l
1,05 1
1,00

0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 (174

Viscosidad de la glicerina,
n/kg ms-

Radio de la bola, r/mm

FIGURA 10. Valores de la viscosidad frente al radio.

Se observa, que aunque la viscosidad es una a cada
temperatura, sin embargo su determinacién experimental
parece estar influenciada por el radio de la bola,
exceptuando las de radios < 1 mm. Los resultados muestran
que hay que elegir el radio correcto, para hacer
adecuadamente el experimento.

C. Correccion de Ladenburg

La correccién de Ladenburg (6) afecta en mayor cuantia a
las esferas de radio mayor y tiende a proporcionar valores
de la viscosidad, (como se observa en la Tabla IlI), que se
acerquen a los valores obtenidos con las esferas de menor
radio. En dicha Tabla, se dan los valores de las viscosidades
corregidas. (V.C./kg.m™.s™) para cada diametro de diversas
esferas. Observamos que, cuando se aplica la ecuacion de
Ladenburg desaparece la aparente (y no fisica) dependencia
de la viscosidad del liquido con el radio de la esfera que se
emplea para medirla.

TABLA I111. Viscosidades con la correccion de Ladenburg.

D/ 1,00 1,58 2,00 2,50 3,00
mm
V. C. 1,02+0,04 1,00+0,04 0,99 £0,03 | 1,01+0,02 1,04+0,03
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V. CONCLUSIONES

e Empleando glicerina, la velocidad limite se alcanza
rapidamente hasta con bolas de 4 mm de diametro.

e EJ| suceso de alcanzar la velocidad limite, no es una
condicion suficiente para obtener un valor correcto de la
viscosidad a una cierta temperatura.

e | os valores que parecen mas fiables de la viscosidad se
obtienen con bolas de radios muy pequefios (< 1 mm) a
las que corresponden velocidades limites muy bajas y
también ndmeros de Reynolds menores que 0,03.

e A la vista de la Tabla.lll debe hacerse siempre la
correccion de Ladenburg, para obtener unos valores
concordantes de la viscosidad.

e Para medir la viscosidad de la glicerina, hay que
procurar que la temperatura se mantenga constante y
nunca con variaciones superiores a £ 0,1 °C.
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