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Resumen

En un material cristalino existen bandas de energia donde los electrones se mueven libremente, es decir, estas bandas
son el resultado de la superposicion de los niveles atdmicos de los atomos que constituyen un cristal. Cuando los
atomos individuales se acercan para formar el cristal, se colocan en un arreglo periédico formando una red cristalina,
donde sus niveles de energia atomicos interaccionan entre si, dando lugar a bandas de energia. Una ilustracion simple
de los origenes atdmicos de algunos anchos de banda de energia prohibida (band gaps) se dan con un ejemplo de una
cadena lineal de &tomos en los cuales cada 4&tomo esté asociado con dos estados. Los origenes quimicos del band gap
se indican considerando una aleacion binaria AB. Se describe la clasificacion de los metales y aislantes de acuerdo a la
teoria de bandas y el concepto de enlace metalico se introduce como un enlace covalente insaturado.
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Abstract

In crystalline material exists energy band gaps where the electrons can move freely, so, these bands are the results of
atomic levels superposition that form a crystal. When the individuals’ atoms are closing to form a crystal, they take a
place in a periodic arrangement forming a crystalline lattice, where their atomic energy levels interact themselves,
forming energy band gaps. A simple illustration of the atomic origins of some band gaps is given with an example of
a linear chain of atoms in which each atom is associated with two states. The classification of metals insulates and
semi conductors according with the band gaps theory is described and the concept of metallic bond is introduced as a
unsaturated covalent bond.
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I. INTRODUCCION

Al final del primer Congreso Solvay, en 1911, termina la
etapa inicial de la historia de la teoria cuantica, en la que
gran parte de la comunidad cientifica reconocio que en la
suposicidn de Planck habia “algo” real. En los trabajos de
Einstein por primera vez se aplicaron estas ideas,
esencialmente en osciladores armonicos. Las ideas
cudnticas no se habian utilizado en otro tipo de sistemas, ni
se sabia cémo hacerlo. Sin embargo, las aplicaciones
hechas fueron suficientes para concluir que la fisica clasica
era limitada. El problema entonces seria como desarrollar
una teoria consistente [1].

En 1912, Niels Bohr se uni6 al grupo de Rutherford en
Manchester, Inglaterra. Bohr llegé justo en un momento
importante, cuando se investigaban las consecuencias del
modelo atdmico de Rutherford. Un problema al que de
inmediato se dedic6 Bohr fue el de la estabilidad del &tomo
propuesto. Bohr aplicé la fisica clasica a esta cuestion,
dandose cuenta de que se llegaba a una inmensa
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contradiccion y que la estabilidad del atomo, segun el
modelo de Rutherford, no podia reconciliarse con los
fundamentos de la mecéanica de Newton vy el
electromagnetismo de Maxwell.

En 1913 se inicia la segunda etapa del desarrollo de la
fisica cuéntica, al publicar Niels Bohr su notable trabajo
sobre la constitucion de atomos y moléculas, en el cual
aplicé las ideas cuénticas a la estructura del &omo de
hidrogeno.

Bohr trabajo con el aomo de hidrdgeno, ya que
solamente tiene un electron y encontré los valores de las
frecuencias que deberia tener la radiacion emitida por el
electron. Resultdé que estos valores que obtuvo
concordaban, con los valores experimentales que se
conocian desde hacia mucho tiempo. Ademas, encontr6 en
términos de la constante de Planck, de la masa y de las
cargas eléctricas del electrén, una cantidad que se habia
obtenido empiricamente, en relacidn a los espectros de los
atomos, que es la llamada constante de Rydberg.
Asimismo, Bohr predijo la existencia de otras lineas del
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espectro que no caian en la regién visible, sino en el
ultravioleta extremo y en el infrarrojo extremo. Parte de
estas predicciones fueron verificadas experimentalmente
por T. Lyman en 1914, otra parte por F. Brackett en 1922
y otra parte méas por A. H. Pfund en 1924 [2].

En noviembre de 1924, Louis de Broglie present6 en la
Universidad de Paris su tesis doctoral “Investigaciones
sobre la teoria de los cuanta”. Al realizar este trabajo, De
Broglie estuvo muy influenciado, entre otras cosas, por el
trabajo de Einstein de 1905 sobre los cuantos de radiacion
(fotones) asi como por algunas ideas de su teoria de la
relatividad especial.

Hasta ese momento se habia aceptado, aunque no
entendido muy bien, el caracter dual de la radiacién: en
ciertas circunstancias la luz se comportaba como onda y en
otras, como particula. L. de Broglie avanzd un paso al
llegar a la idea de que, al igual que la luz, la materia
también deberia tener este comportamiento dual [3].

Posteriormente, Schrodinger demostré que la mecanica
ondulatoria y la mecanica de matrices son versiones
matematicas diferentes de una misma teoria, hoy
denominada mecéanica cuantica. Incluso en el caso del
atomo de hidrégeno, formado por soélo dos particulas,
ambas interpretaciones matematicas son muy complejas.
El siguiente 4&tomo un poco mas complejo (en comparacion
con el hidrégeno), el de helio, tiene tres particulas, e
incluso en el sistema matematico relativamente sencillo de
la dindmica clasica, el problema de los tres cuerpos (la
descripcion de las interacciones mutuas de tres cuerpos
distintos) no se puede resolver por completo. Sin embargo,
si es posible calcular los niveles de energia. La eleccion
depende de la conveniencia de la formulacion para obtener
soluciones aproximadas apropiadas.

Todos estos trabajos de investigacion llevados a cabo a
principios del siglo pasado han ayudado a desarrollar lo
gue ahora conocemos como mecanica cuantica, que
permite determinar y conocer las caracteristicas
electrénicas de los materiales asi como su comportamiento
subatémico, esto hace posible entender el por qué los
metales son buenos conductores de la electricidad y del
calor. Si la banda esta parcialmente desocupada es factible
la dispersion de electrones a estados desocupados,
entonces existe flujo de electrones en el material, que
determina el comportamiento de los metales. Si la banda
esta llena los electrones pasan a través del material, si
existen estados desocupados en bandas de energia mas
altas sdlo accesibles por excitacion térmica por lo que el
material se considera aislante. Un semiconductor es un
material que se comporta como conductor o como aislante
dependiendo del campo eléctrico en el que se encuentra.
La configuracion de las Ultimas bandas de energia son las
de mayor interés en la conductividad eléctrica. Si la banda
mas externa no estd completamente llena se denomina
banda de conduccidn, pero si esta llena se denomina banda
de valencia. La diferencia de energia existente entre el
méaximo de la banda de valencia y el minimo de la banda
de conduccion se le llama “band gap” (Eg). Asi, para que
un material pueda conducir electricidad, los electrones de
la banda de valencia tienen que “saltar” a la banda de
conduccién y requieren una energia Eg como minimo, la
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cual es del orden de unos cuantos electron-volts (eV). Un
material semiconductor tiene un band gap pequefio de
alrededor de 1eV, de tal manera que los electrones pueden
saltar a la banda de conduccion con la energia térmica que
pueden recibir de sus alrededores. Al saltar un electron a la
banda de conduccidn, deja un estado vacio en la banda de
valencia que se le denomina “hueco”. Los huecos pueden
tratarse como particulas con carga igual a la de los
electrones, pero positiva. ES por esto que en un
semiconductor puede haber flujo de electrones en la banda
de conduccion y flujo de huecos en la banda de valencia.

La ciencia de materiales en la actualidad busca
relacionar las propiedades de estos para determinar las
aplicaciones en equipos y dispositivos cada vez mas
sofisticados y con mejores propiedades, tanto electrénicas
como mecanicas. Sabemos que las propiedades de los
materiales estan determinadas por su comportamiento
electronico desde el punto de vista atdmico, y que
dependen de su arreglo atdmico cristalino. Desde los afios
20's a 30's, surgi6 una nueva forma de la estructura
electrénica de los materiales, mas bien desde un punto de
vista quimico que del fisico, aunque mucho de este trabajo
ha sido realizado por los fisicos. Para entender las
propiedades de los materiales cristalinos y no cristalinos
debemos tomar en cuenta diferentes puntos de vista y
colocarnos en un problema del espacio real. Estas ideas no
son nuevas, ya que en los afios 20's y 30's del siglo XX,
cuando se empezd a analizarse mas a fondo la teoria de
bandas en los solidos, los fisicos del estado solido, y
también los quimicos trataron de entender las propiedades
de los sélidos en términos de enlaces individuales. La
teoria moderna nos permite analizar ya sea el punto de
vista del espacio real o del espacio reciproco. El objetivo
es entender que existe una relacion entre la estructura de
bandas de energia y el comportamiento atémico local y las
propiedades electrdnicas.

En la seccion 1l mencionamos cémo se forman las
bandas de energia considerando un modelo simple
asociado a los estados en que se encuentra un atomo de
acuerdo a su numero cuéntico. En la seccion I, se
muestra un modelo del origen de las bandas de energia
considerando una cadena lineal de atomos donde se asocia
un atomo a dos estados de energia, asi como los principios
quimicos de las bandas de energia considerando una
aleacion binaria AB. En la seccion IV, se muestra un
analisis de la variacién que sufren las bandas de energia en
un semiconductor en funcion de la temperatura y que
provocan una expansion en la celda cristalina del
semiconductor. En la seccion V se hace un analisis general
de los origenes de las bandas de energia y qué informacion
nos proporciona las caracteristicas que posee un material
en relacién a las bandas de energia. Finalmente, en la
seccion VI mostramos nuestras conclusiones.

Il. FOE\’MACION DE LAS BANDAS DE
ENERGIA
El analisis de la formacion de bandas basado en un modelo

simple considerando Unicamente la banda s, donde
asociamos un estado s con cada atomo, nos lleva a una
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banda de estados. EI modelo de la banda s es un
simplificacion burda, ya que un atomo estd asociado con
mas de un estado s. Dependiendo del valor del ndmero
cuéntico principal puede haber estados s, p, d,... dentro de
cada capa del atomo. A energias mas altas, hay un
continuo de estados de energia del electron libre, los cuales
lejos del atomo se representan por ondas planas. En este
articulo nos enfocaremos solo a los electrones de valencia.
En el estado sélido, a presiones normales, los estados
permanecen enlazados al nucleo y por lo tanto no elevan
las bandas de energia. Se obtiene que existe una banda
para cada estado de valencia en una celda unitaria de un
cristal. Por lo tanto, si hay N, &tomos en la celda unitaria y
N, estados de valencia asociados a cada 4&tomo, entonces
hay N;N, bandas. Los gaps de las bandas son rangos de
energia en la cual no caen las bandas de energia, estos no
solo son importantes por las propiedades eléctricas y
oOpticas que comunican a los materiales, sino también
pueden estabilizar un cristal en una estructura en particular
[4].

La figura 1 muestra los cambios en los niveles de
energia del electron de un conjunto infinito de atomos en
un cristal, asi como el parametro de red es reducido de 1 m
a 1 A Cuando los 4tomos estan separados 1 m, los dos
estados de valencia de cada atomo no interactdan con
estados de otros atomos (ejemplo, la probabilidad de
tunelaje del electrdn entre los atomos es despreciable).

Cuando los &tomos llegan a estar dentro del rango de
tunelaje uno con respecto al otro (del orden de 10 A), hay
una probabilidad finita de que un electron brinque de un
atomo al siguiente y se produzca la formacién de la banda.
El ancho de la misma se incrementa en proporcion al
aumento de la probabilidad de tunelaje, el cual esta
determinado por la integral de salto. Eventualmente, en
algunas densidades criticas, las bandas de energia
empiezan a traslaparse y aumentan la densidad que amplia
las bandas y provoca un mayor traslape de estas. Sin
embargo, si la densidad de equilibrio del material esta
debajo de la densidad critica, entonces hay un gap de
energia entre las bandas.

Los dos estados atomicos de la figura 1, podrian tener
dos origenes distintos. La primera posibilidad es que son
dos estados atomicos en el mismo atomo, por ejemplo los
estados 1s y 2s. La segunda posibilidad es que se refiera a
estados en dos atomos distintos en la celda de un cristal,
por ejemplo un estado en un 4&tomo A y un estado en un
adtomo B en una aleacion AB. Estas posibilidades son
consistentes con el panorama de que el band gap tiene un
origen atdmico o quimico. Una posible caracteristica
engafosa de la figura 1 es el hecho de que las dos bandas
de estado provienen de dos estados atomicos a la
izquierda. Podriamos pensar que los estados en la banda
superior estan formados a partir de combinaciones lineales
de los estados atomicos superiores en atomos a través del
cristal. Esto es incorrecto, ya que las bandas son mezclas
de estados atomicos. Los estados moleculares son
funciones de Bloch no de estados atdmicos puros sino de
combinaciones de estados atomicos Ilamados “hibridos”,
esta mezcla de estados atomicos es llamada
“Hibridacion™.

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol.1, No. 1, Sept. 2007

91

Bandas de energia, origen y consecuencias

Energia

j

tao

Disminucioén de la separacién atémica

FIGURA 1. Se muestra los dos niveles de energia en cada 4tomo
de un cristal infinito ensanchado en las bandas, tanto que el
parametro de red es reducido a partir de un valor muy grande,
donde el salto del electron no ocurre, al valor ay» perteneciendo

al cristal en equilibrio. En g, las bandas de energia estan
separadas por un gap.

I11. CADENAS INFINITAS

Consideremos una cadena lineal infinita de atomos con
espaciamiento atomico a y condiciones periddicas de
frontera aplicadas en los extremos de la cadena. Cada
atomo esta asociado a dos estados ‘1> y ‘ 2> .

Los elementos de la matriz Hamiltoniana son todos
cero excepto para las integrales de salto entre atomos
vecinos y los elementos de la matriz localizados. Si ¢, y

&, estan ademas en los elementos de matriz localizados en
(UHR) Y (2[H[2) CON & ¥ &, y Si im1) Y |m2) indican los
estados ‘1> y ‘2> en un atomo m, entonces las integrales de
salto g, B,y B, son por lo general diferentes de cero:

(m1
(m1
<m,2

Hm=11)= A,
Hm+12)= 4,
Hm+12)=4,,

)

asi suponemos que las integrales de salto entre diferentes
estados atdmicos en atomos vecinos son las mismas. El
modelo tiene por lo tanto cinco parametros ¢, ¢,, 8, A,

y ﬁz )

Debido a que hay una simetria traslacional podemos
aplicar el teorema de Bloch. Sin embargo, ya que hay dos
estados en cada sitio atdmico, el teorema de Bloch
establece una combinacion lineal de los estados atémicos:

O =N Y e e Gy m e (m2) @)

aqui (cf”)(k)\m L)+ c{M (k)[m ,2>) es el estado hibrido,
por ejemplo de una combinacién lineal de estados
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atébmicos en un atomo m. Para asegurar que éste estado
hibrido estad normalizado requerimos que:

(k)] +

en donde (n) anticipa el hecho que en cada k habra dos
eigenestados los cuales deberan etiquetarse con n=1y
n=2. n es llamada el indice de la banda. Asi, los nimeros
cuanticos para los eigenestados del sistema son el vector
de onda k y el indice de banda n. La suma en la Ec. (2) de
todos los sitios atémicos m y el factor N2 es para
normalizar el estado de Boch, donde N es el nimero
(infinito) de sitios atdmicos de la cadena.
La ecuacidn de Schrédinger puede ser escrita como

(k) =1, 3)

H[ ¥ ) = E W), (4)
sustituyendo la Ec. (2) para en la Ec. (4) tenemos:

ikma [~ (n) (n) —
3 e ™ (e (k)H| L) + ¢ (k)H| m,2)) = (5)

E[En) Zeikma (Ci(n) (k)‘ m’1> + an) (k)‘ m,2>)‘

proyectando la Ec. (5) sobre los estados 01, Y
multiplicando la izquierda por (0] tenemos que satisface
la ecuacion de Euler:

0= (g, + 2, cos(ka) — EM)c™ + 24, cos(ka)cs™, (6)

similarmente, proyectando la Ec. (5) sobre 0,2)
multiplicando a la izquierda por tenemos:

0=2p,, cos(ka)c” + (&, + 23, cos(ka) —EM)c”,  (7)

las Ecs. (6) y (7) son ecuaciones seculares. Hay dos
ecuaciones debido a que hay dos estados atémicos base en
la celda unitaria. Para soluciones no triviales requerimos
que el determinante secular sea cero:

g, + 2, cos(ka) - E(M
2 f,, cos(ka)

23,, cos(ka)
&, + 2, cos(ka) — EM

Expandiendo el determinante obtenemos una ecuacion
cuadrética con las raices:

) %
Eéﬂ:gl(k)Zgz(k){(gxk);gz(k)] +4ﬂlzzcosz(ka)J - ®
y

e@ _ 9(k)+g,(k) (gl(k)—gz(k)
K 2 2

%

) +4ﬂfzcosz(ka)] , ©)

en donde:
g9,(k)=¢,+2p,cos( ka)

y (10)
9,(k) = &, + 23, cos(ka).
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Estas dos soluciones estan graficadas como una funcién de
k en la Fig. 2. Reconocemos a g, (k) como la estructura de
banda para la cadena lineal infinita si hubiera sélo estados
1) asociados con los &tomos. Luego, g,(k) es la

estructura de banda para una cadena infinita si solamente
hubiera estados |2), asociados con los atomos. En la Fig.

3, la banda inferior g® cae de g,(k) y g,(k), mientras
que la banda superior g@ cae arriba de g, (k) y g,(k),
exceptoen k = +r/2a dondee® = g,(k)YE® =g, (k) -

Por otra parte, observamos que el efecto de los estados
acoplados |1) y |2) sobre los d&tomos adyacentes, a traves

de p,aumenta la diferencia de energia entre las dos
bandas g, (k) y g,(k). Este efecto disminuye a medida que
la diferencia de energia 9. (k) = g, (k)| S incrementa a

medida que |g,,| decrece.

A cualquier valor particular de k hay obviamente un
gap de energia entre @y g®, pero esto no significa que

sea un gap de energia. Cuando hablamos de un gap de
energia, significa que hay un rango de energias donde no
hay eigenvalores para todos los vectores de onda. Asi hay
un gap en la densidad de estados como una funcion de la
energia, esto se obtiene en la Fig. 3 si el maximo de la
banda inferior estd por abajo del minimo de la banda
superior, lo cual se alcanza cuando los pardmetros &, &, A,

B Y B, satisfacen una simple desigualdad. Esto se ilustra
en la Fig. 3, donde la densidad de estados correspondientes
se muestra también a la derecha de la estructura de banda
[4]. Asi los band gaps surgen a partir de los conjuntos base
extendiéndose a cada 4tomo incluyendo estados de energia
atémicos mas altos.

E(k)

o N

NGmero de onda

FIGURA 2. Las bandas de energia E y E{®, dadas por las

Ecs. (9) y (10) para un anillo infinito en el cual cada &tomo esta
asociado con dos estados con energias localizadas ¢, ¢,. Las

curvas etiquetadas g, (k) Y g,(k) son las bandas de energia en
ausencia de saltos g, entre los estados Y |2) sobre 4tomos

adyacentes como se muestra en la Ec. (11). Notese que es menor
que g, (k) y es mayor que g,(k)en todos los vectores de onda

excepto para k = 7/ 2a.
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Si consideramos una cadena lineal de &tomos Ay B en una
aleacion, cada atomo esta asociado con un sélo estado, y se
obtienen dos bandas se estados, una de enlace y otra de
antienlace. El gap de energia es la diferencia en energia
entre el maximo de estados enlazados y el minimo de
estados no enlazados, la cual es solo ¢, —¢&,. Es este caso

el band gap es una consecuencia de la presencia de dos
atomos distintos en una celda unitaria.

»

1
1
[}
1
1
}
1
z

0 z d(E)

FIGURA 3. A la izquierda vemos la bandas de energia g0y

E® mostradas en la Fig. 2. A la derecha la densidad de estados

correspondientes d(E) estd graficada como una funcion de la
energia. Hay un gap de energia indirecto entre el maximo de g®

y el minimo de g®

Para entender el valor del cambio del gap de energia, es
necesario conocer la densidad de estados y la energia de
los orbitales electrénicos. Se requieren simulaciones
basadas en la teoria de la densidad funcional (Density
Functional Theory) para calcular la funcién de onda
electronica y su periodicidad. Para esto se puede emplear
un software de alta confiabilidad y reputacion como el
programa de simulacion Viena.

IV. BAND GAP EN UNA DIMENSION

Dentro de cada gap, la luz es completamente reflejada
(Bragg), resultando una fuerte dispersion cerca de las
frecuencias criticas del gap. Los eigenmodos de las
ecuaciones de Maxwell en la vecindad del gap, son
también modificados. En lugar de las ondas planas usuales,
los eigenmodos llegan a ondas cuasiestaticamente
moduladas, con una onda pura permanente se llega a
alcanzar exactamente al ndmero de onda para la
resonancia. En este caso hay dos posibles ondas
permanentes con diferentes fases espaciales.

Estas son familiares en la teoria electrénica del band-
gap, Y tienen la propiedad usual de que una tiene una
eigenfrecuencia arriba y la otra abajo, de la frecuencia
central del gap. La propagacion de un campo libre con una
frecuencia en la regién del gap es, claro, prohibido. Sin
embargo, en presencia de un medio no lineal, es posible
que la propagacion pueda ocurrir a un cambio de fase no
lineal [6].

Las bandas de energia de semiconductores exhiben
grandes cambios con la temperatura a presion constante.
Hay dos efectos que contribuyen a estos cambios: el

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol.1, No. 1, Sept. 2007

93

Bandas de energia, origen y consecuencias

primero es la expansién térmica de la celda, relacionada al
cambio de energias del electron con el volumen, y el
segundo efecto es la renormalizacion directa de las bandas
de energias debido a las interacciones electrén-fonén [7].

La expresion completa del cambio del gap E4 con la
temperatura es:

[aaETg Jp - (aaETg JED i [aaETg J ’ o

en donde

{6Egj :—3aB[5EgJ, (12)
al TE op T

siendo  _ L{g) el coeficiente de expansion lineal y
oT

B:—v[@j el modulo de expansion volumétrica. Los
™ )
cambios del gap inducidos por la expansién térmica son
obtenidos usualmente de valores experimentales de «, B y
la variacion del gap con la presion hidrostatica, medida en
experimentos a presion alta.

El efecto de la interaccion electron-fonén, por otra
parte, implica el célculo de dos tipos de procesos, los
términos Debye-Waller (DW) y el Self-Energy (SE). Estos
términos surgen de la teoria de perturbaciones hasta un
segundo orden y ambos son proporcionales al cuadrado del
desplazamiento atémico u, proporcional a T, esto es, a
mayor T mayor u y ambos términos DW y SE aumentan.
El término DW esta relacionado con la segunda derivada
del potencial en primer orden de la teoria de
perturbaciones y es mas facil de evaluar. El término SE
contiene la primera derivada del potencial del cristal
(interaccion electron-fonén) y estd dado por el segundo
orden de la teoria de perturbaciones (emisién y reabsorcion
de un fondn y viceversa). Para obtener el término SE se
tiene que sumar sobre todos los estados intermedios, i.e.,
se debe llevar a cabo una integracion en el espacio k.
Algunas veces este término puede despreciarse ya que la
correccion DW produce una contribucién mas importante.
Sin embargo, en afios recientes ha sido mas reconocido
gue se tiene que incluir ambos tipos de términos para
calcular la variacion del gap con la temperatura [7, 11].

IV. CONCLUSIONES

El estudiar el caracter electronico de los materiales con el
comportamiento quimico y atémico, relacionado con las
bandas de energia acerca de los origenes atdmicos del
band gap nos permite clasificar a los materiales de acuerdo
a la teoria de bandas en materiales conductores,
semiconductores y aislantes.

Podemos cambiar las propiedades de un material
variando el ancho de la banda de energia, lo que provoca
un cambio en el color de la luz que se producira cuando los
pares electron-hueco se recombinen. La posibilidad de
cambiar el band gap de los semiconductores por medio de
la variacion de las composiciones quimicas de compuestos
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y aleaciones, ha tenido un impacto impresionante en el
desarrollo cientifico y tecnoldgico de estos materiales.

La formacion de las bandas de energia es importante,
ya que nos permite conocer el comportamiento de los
materiales desde el punto de vista de sus propiedades
electrénicas, lo que nos ayuda a caracterizar y desarrollar
nuevos materiales para aplicaciones mas especificas,
puesto que actualmente el desarrollo tecnoldgico vy
cientifico requiere de un conocimiento mas detallado de
las propiedades de los materiales modernos que permita
aplicaciones mas especializadas de éstos.
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