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Resumen

En el presente trabajo se quiere introducir y motivar a personas no expertas al tema, sobre la fisica computacional y
entonces, sobre los experimentos numéricos. Se discute, si es posible calcular, con buena precision, trayectorias a la
luna. Se revisa primero la soluciéon numérica del problema de Kepler, el problema de dos cuerpos en su campo
gravitacional, su correccion relativista y después una extension restringida de tres cuerpos, tierra-luna y una nave. La
solucion numérica se realiza utilizando los métodos numéricos mas populares, esto es: Velocity-Verlet mediante un
programa Fortran 90, y también afiadiremos los resultados obtenidos utilizando Mathematica. Ademas, se hace una
comparacion de los resultados entre los dos programas y una descripcion del movimiento de la nave, el comportamiento
de las energias y las trayectorias. Y finalmente se analiza lo que ocurre con la nave, cuando es lanzada desde la tierra 'y
lo que se necesita para que quede en la 6rbita de la luna, y si es que es posible hacer el viaje sin gasto de combustible
extra al utilizado para iniciar y regresar.

Palabras clave: Ensefanza de la mecanica, Fisica computacional, Métodos numéricos, Programacion basica.

Abstract
In this paper we want to introduce and motivate non-experts to computational physics and thus to numerical experiments.
It is discussed if it is possible to calculate, with good accuracy, trajectories to the moon. The numerical solution of
Kepler's problem, the problem of two bodies in their gravitational field, its relativistic correction and then a restricted
extension of three bodies, earth moon and a spacecraft, are reviewed first. The numerical solution is performed using
the most popular numerical methods, that is: Velocity-Verlet using a Fortran 90 program, and we will also add the results
obtained using Mathematica. In addition, a comparison of the results between the two programs and a description of the
motion of the ship, the behavior of the energies and trajectories is made. And finally, we analyze what happens to the
spacecraft when it is launched from the earth and what is needed to keep it in the orbit of the moon, if it is possible to

make the trip without spending extra fuel than the one used to start and return.

Keywords: Classic mechanics, Computational physics, Numerical methods, Basic programming.

I. INTRODUCCION

Nuestro interés en este trabajo, sin disminuir calidad y
precision en los resultados, es introducir, motivar y mostrar a
un publico estudiantil a nivel de licenciatura, y al pablico en
general, que con las herramientas numéricas y tecnologicas
presentes, es posible resolver numéricamente problemas en
fisica e ingenieria[1]. Para ello utilizamos un problema
sencillo y deseamos incentivar el uso de técnicas numéricas
para resolver problemas complejos y cada vez mas realistas.
Es claro que la fisica moderna debe lidiar con la solucion y
prediccion de las propiedades fisicas de sistemas complejos,
y por cierto, mayor a dos y tres cuerpos interactuando, del
orden de 1023, fueray en equilibrio[2]. Una solucion se puede
vislumbrar numéricamente, y en el presente, este esfuerzo
empieza a dar muy buenos frutos, utilizando modelos y
utilizando sistemas del orden de 10° — 10° objetos[3, 4, 5].
Para ello es necesario aprender las nuevas técnicas numéricas
de sistemas distribuidos, tanto en CPU's como en GPU's[6].
Sin embargo es prerrequisito iniciar con una base sélida en
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métodos numéricos y programacion[7, 8]. Como un ejemplo
de lo anterior, utilizamos un sistema de dos y tres cuerpos.
Estamos interesados en mostrar las trayectorias de una nave
espacial entre la tierra y la luna sin gasto de energia, sélo con
la energia inicial para iniciar el viaje desde la tierra y quedar
en Orbita en la luna, y exactamente de regreso y quedar en
orbita en la tierra[9]. ¢Es esto posible?

En mecanica clésica el problema de dos cuerpos consiste
en la descripcién del movimiento de dos particulas que
interactdan entre si, via la fuerza gravitacional, y las leyes de
Newton[10, 11] nos ayudan a estudiar la dindmica del sistema.
Se usard un método numérico llamado Velocity-Verlet[7, 12],
el cual es un método de integracién numérica para ecuaciones
diferenciales con valores iniciales. Ademas se resuelve
numéricamente en Mathematica. Especificamente nos
referiremos al caso en donde M, corresponde a la masa del sol
y m la masa de un planeta, en el campo gravitacional del sol,
para después abordar el problema de tres cuerpos (Tierra-
Luna-Nave) con tierra y luna fijos en un plano.
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I1. RESULTADOS

A. Caso de dos cuerpos: Sol-Planeta

Para el caso de dos cuerpos la fuerza de interaccidn entre ellos
es la siguiente:

GMsm

F=-— 7, (1)

r2

utilizando la segunda ley de Newton y eliminando la masa del
planeta obtenemos:

GM
e L @
T
GM, 7
0] d, 3)
GM GM
ax——r—;x,ay=— r3sy. 4)

Ahora se procede a adimensionalizar las ecuaciones de
movimiento, y para ello se utilizan las unidades astronémicas:
una Orbita circular de radio r, entre los cuerpos y el tiempo
medido en periodos T, el cual esta dado por el periodo del
planeta alrededor del sol, estas cantidades se toman como
unitarias. Asi se pueden manipular mejor las ecuaciones en el
programa y hacer aritmética con muy buena precisién.

La velocidad del planeta en su trayectoria es un vector
sobre el plano (X,Y), y perpendicular a los vectores @ y 7, la
velocidad angular y el vector de posicion respectivamente,
que se expresa de la siguiente manera:

V=W X7, (5)

vV = wr,

2 .. .
donde W— T =Ty, entonces escribimos la velocidad como:
v = 2m, considerandory, = 1.0y T = 1.0.

Ademaés, la aceleracién en la drbita circular corresponde a la
aceleracion centripeta, por lo cual:

_ @y

To

(6)

y en magnitud tenemos que esta aceleracion es igual a la
encontrada anteriormente, ver ecuacion (4),

o GM,
r2
GM, (2m)? @)
a =—
r? i
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Las nuevas ecuaciones de movimiento adimensionalizadas
son:
(2m)?

—— ®)
0=, ©
T

Las ecuaciones de movimiento anteriores se discretizan en el
tiempo, t;,; =t; +6t, con i =[0,N]6t, donde N&t =
teotalr CON tiorar €S €l tiempo total que se desea simular.
Utilizando el método de Velocity-Verlet, se obtienen las
siguientes ecuaciones para calcular x(t + 6t), y(t + 6t),
v (t +6t) y vy (¢t + 6t), como se muestra a continuacion.
S6lo se muestra la componente x, sus equivalentes en y, se
obtienen sustituyendo x por y:

v (t + 8t) = v, (t) + a, (t)(6t/2), (10)

x(t + 6t) = x(t) + v (t + 5t)(61), (11)
como la aceleracion depende de las posiciones, ahora hay que
calcular las aceleraciones a, y a,, antes de completar el
calculo de las velocidades.
Finalmente se calculan las velocidades al final del intervalo
de tiempo 6t como sigue:
v, (t + 6t) = v, () + a, (t)(6t/2). (12)

Lo anterior se codificé en un programa en Fortran 90, que se
presenta en el Anexo A.

En la figura 1 se muestran las trayectorias cerradas y
abiertas, solucién al problema de Kepler.

— v.inicial 2Pi
— v.inicial 8
5k v.inicial 9
y
0 -
L | . |
-10 -5 0

X

FIGURA 1. Trayectorias, circular, eliptica e hiperbolica del
problema de dos cuerpos.

La figura 1. muestra un sistema simulado con pasos de
integracion &t = 0.001, en donde podemos notar, que el
cambio en las trayectorias es debido a la variacion en la
velocidad inicial. Las trayectorias que se muestran
corresponden a las siguientes condiciones iniciales x, = 1.0,
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y¥o = 0.0 y angulo de lanzamiento = 90°, tiempo total
simulado (periodos) = 10.0. Las velocidades fueron, v, = 2,
v, = 8.0y v, = 9.0 y respectivamente trayectorias circular,
eliptica e hiperbdlica.

Calculando la energia total del sistema, cinética mas
potencial, permite ajustar el paso de integracién &t. De esa
manera se llega a un paso de 0.001, con el que se obtiene una
excelente conservacion de la energia durante todo el tiempo
en que se simul6 al sistema.

1
K(0) =5 (m)v?, (13)
La energia cinética, donde v = \/v¢ + vi.
U(t) =—-GMsm/r, (14)

energia potencial, donde r = \/x2 + y2. La evolucion de la
energia total presenta un comportamiento oscilatorio.
También se puede checar la conservacion del momento
angular y el vector de Runge-Lenz (consultar, por ejemplo:
https://es.wikipedia.org/wiki/Vector_de_Runge-Lenz). Todas
estas cantidades son conservadas con muy buena precision.

B. Orbitas relativistas: Corrimiento del Perihelio

Otro problema interesante que puede resolverse con los
recursos de computo accesibles a la mayoria de los estudiantes
de licenciatura es el de las drbitas relativistas. La coincidencia
entre la prediccién tedrica y las observaciones fue uno de los
primeros éxitos de la teoria de la relatividad de Einstein,
consultor por ejemplo el articulo siguiente de WikipediA:
(https://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de_los_dos_cuerpos
_en_la_relatividad_general).

La ecuacion diferencial de la 6rbita de un planeta de masa
m bajo la influencia de una estrella (Sol) de masa M, esta dada
por la ecuacion (15),

W (8) + u(8) — - — 5uX(8) = 0. (15)

Donde u(B) = 1/r(8), a=12/(GMm?), &= c?/(3GM),
donde [ es el momento angular del planeta y la prima (') indica
derivada con respecto al &ngulo 6. El término con delta es la
correccion relativista. Primero, resolvamos la ecuacién de la
orbita sin ese término, es decir
u”"(0) +u(0) —1/a=0. (16)

La solucion, facilmente obtenible con los métodos de un curso
de licenciatura de ecuaciones diferenciables, consultando

tablas o usando un programa de computacion algebraica es
una seccion conica,

u(®) =1/r(®) =
Se han usado como condiciones iniciales u(0) = (1 + €)/a,

1+ ecos(0) (17)
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que significa que medimos los angulos a partir del perihelio;
u'(0) = 0, es decir, en el perihelio la velocidad radial es cero;
€ es la excentricidad de la seccidn conica.

La gréfica de la drbita para el caso particular con o =1y
épsilon € =0.5 se muestra en la figura 2. Esta Orbita cierra,
r(0) es una funcion periddica del angulo con periodo 2 T.

FIGURA 2. Orbita cerrada, obtenida utilizando las ecuacién con
correccion relativista, ver ecuacion (15).

En el caso de la ecuacion relativista ecuacion (15), es posible
obtener la solucion analitica; los programas de computacién
algebraica son capaces de obtener dicha solucién, sin
embargo, se obtienen en términos de funciones elipticas que
en la mayoria de los casos no se ensefian en las carreras de
fisica o ingenieria. Lo que si podemos es usar métodos
numeéricos para obtener las orbitas. El efecto relativista en el
caso del Sol y el planeta Mercurio es muy pequefio (42° de
arco por siglo se corre el perihelio), por lo cual usaremos un
valor grande para dicho efecto que nos permitira ver el
corrimiento del perihelio. En el anexo C se tiene el programa

para Mathematica usando los valores a =1, € =0y & =0.03.

FIGURA 3. Corrimiento del perihelio de un planeta, por
consecuencia de la correccion relativista.
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En la figura 3 se observa que la drbita no cierra, el perihelio
avanza.

Otra forma de mostrar la diferencia entre el caso no
relativista y el relativista se obtiene al graficar conjuntamente
los dos casos como se muestra en las figuras 4 y 5.

1.\

A\
o5\

0.5 1.0

\

FIGURA 4. Comparacion entre una orbita cerrada y abierta como
consecuencia de la correccion relativista.

AN

2 47 67T

-

FIGURA 5. Posicién como funcion del angulo para una orbita
cerrada (linea azul) y una abierta (linea naranja) como consecuencia
de la correccion relativista.

C. Caso de tres cuerpos: Tierra-Luna-Nave

Ahora se describe el comportamiento de la trayectoria de una
nave de masa m en el campo gravitacional de la masa de la
tierra M, y la masa de la luna M; que se encuentran fijas sobre
el eje X enel plano (X,Y), esta Gltima a una distancia x;. Este
es un marco de referencia no inercial, que esta rotando con
velocidad angular constante con un periodo igual a un mes
sideral. Por lo tanto, fuerzas inerciales, centrifuga y de
Coriolis estan presentes, pero por el momento las estamos
ignorando. La inclusion de dichas fuerzas puede ser un
gjercicio para el lector; también se puede poner el origen del
sistema de referencia en el centro de masa del sistema tierra-
luna, haciendo mas realista el modelo. Equivalentemente se

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 16, No. 3, Sept., 2022

puede usar un marco inercial para plantear el problema,
tomando en cuenta el movimiento de la tierra y la luna.

Se resuelven las ecuaciones de movimiento en el plano,
con el sistema de coordenadas fijo en la masa de la tierra 'y se
escogen unidades reducidas utilizando el sistema tierra-luna.
Para el sistema tierra-nave tenemos los siguientes parametros
fijos:

M, = 5.97 x 10%4[Kg], (18)
masa de la tierra.

R, = 6.371 x 10°[m], (19)

radio de la tierra.
x; = 60.32 R;, (20)
distancia de la tierra a la luna.

En el siguiente diagrama se analiza la interaccion entre los tres
CUerpos:

e 1
—

FIGURA 6. Diagrama de los tres cuerpos.

En figura 6 la tierra esta en el mismo eje que la luna, la cual
consideramos fija en ¥;.

La fuerza que actia sobre la nave debido a las masas de la
luna y la tierra es entonces:

donde,
> Gth_) - GMlm_)
Fi=-—F"T7,FKh=—-—35"T1. (22)
r i
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con, v = (x2 + y)Y2 yr, = [(x — x)? + y?]*/2, donde

x; = es la distancia de la tierra a la luna. Ahora se escribiran
las ecuaciones anteriores en unidades reducidas, las cuales
no seréan las mismas que las utilizadas en el problema de dos
cuerpos. De esta manera quedaran las ecuaciones de
movimiento en términos de los parametros del sistema tierra-
luna. Aqui hacemos las siguientes definiciones:

t
T

con T un tiempo caracteristico, que se fijara pidiendo que,
G* =1, ver ecuacion (27),

m = 24
- Mt ) ( )
y
LT
r= R, (25)
con R; el radio de la tierra. Recordando que:
G =6.674 % 10711 [m3/(kg s?)], (26)

se puede escribir sin dimensiones de la siguiente manera:
G* = G(t*M,/R?) . (27)

Si se pide que G* = 1, entonces se obtiene el valor del
tiempo caracteristico T,

,_ R
GM,

T (28)

Sustituyendo G, R;, y M, en la ecuacion (28), resulta que
T = 805.715 s . Ahora se escriben las aceleraciones en
componentes en estas unidades,

a
ay, = r_;th

« Ay (29)
ay = T_ZRt’

regresando a las ecuaciones de movimiento por componentes
ecuaciones (1) y (2), las reescribimos en las nuevas unidades,
aqui presentamos solo la componente x.

R}
T2M,
M*Mx*R, M'M.(x* — x;)R;
(r )R (7)3R3 ’

*

a, =
(30)
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que, en unidades reducidas,

Mx* M'(x*—x)] a,t?

a, =G* — = : 31

ey T wr |TRe &Y

donde G* =1,M* =1,M' = %,x{‘ = ?asi en las unidades
t t

reducidas se obtienen las siguientes ecuaciones de
movimiento, donde se ha eliminado en ellas el simbolo (*),

= g =2 2 (32

FIGURA 7. Trayectoria deseable del viaje de la nave de la
tierra a la luna con sélo gasto de combustible para el impulso
inicial.

Estas ecuaciones se resuelven numéricamente en la
aproximacién de Velocity-Verlet tanto en Fortran 90, como
en Mathematica. Como condicion inicial se considera que la
nave se encuentra ya en una Orbita alrededor de la tierra y
entonces al pasar por un punto con coordenadas, por ejemplo,
x =0.0yy = 1.0+ 4 seimpulsa a la nave en la direccion de
la luna con una velocidad dada v, en un angulo 8. Recordar,
que, en un calculo numérico, los angulos deben calcularse en
radianes. Al inicio de este célculo, y muy ingenuamente, se
considerd obtener una trayectoria deseable como la que se
muestra en la figura 7, utilizando fija la posicion inicial
(0.0,—1.0157) y variando v, y 6, con el objetivo de solo
gastar combustible a la salida y al regreso y quedar en 6rbita
cerca de la luna y en la tierra al regreso.

Lo sorprendente es que, una pequefia variacion en el
angulo produce un gran cambio en la trayectoria de la nave,
como se muestra en la figura 8, donde 6 se modifico solo en
un 5%. De lo anterior podemos concluir, que la nave puede
pasar muy cerca de la luna, pero para quedar en una orbita hay
que ser un muy buen piloto y gastar combustible. A
continuacion, se aclara ese comportamiento y para ello se
grafica en las figuras 9 y 10, la superficie de energia potencial
del sistema tierra-luna. Las variaciones bruscas en las
trayectorias son producidas por cambios en las condiciones
iniciales, principalmente por la energia cinética inicial. En la
figura 9 se grafica la superficie de energia potencial a gran
escala en las coordenadas, y observamos que, abandonar el
campo gravitacional de la tierra para llegar a la luna es un

3303-5 http://www.lajpe.org
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proceso bastante abrupto. Esto es, que dependera fuertemente
de los valores v, y 6.

=
e=s v=1.39 theta=5.55, Mathematica
- - v=1.39 theta=5.55, Fortran90
4+ v=1.39 theta 5.50, Fortran90

40

FIGURA 7. Trayectorias del viaje de la nave con una diferencia de
dngulo de 8 = 5.55a 6 = 5.50.

En la figura 10 se muestra la superficie de energia potencial a
pequefia escala y un corte en y = 0.0. En la figura 11, donde
se mostrd anteriormente el comportamiento de las trayectorias
como funcion de la energia cinética inicial. Ahora se entiende
que, la energia cinética inicial debe superar la "barrera
(maximo)" de energia potencial que se encuentra muy cerca
del pozo de potencial de la luna. La nave se acelerara al
acercarse a la luna y serd muy dificil quedar en 6rbita, sino se
desacelera la nave.

X
FIGURA 8. Grafica de la energia potencial en una gran escala.

La superficie de energia nos muestra lo dificil que es llegar a
la luna y quedar en drbita, dada las condiciones iniciales y sin
gasto de combustible. El objetivo ahora debe ser, acercarse lo
mas posible a la luna y gastar un minimo de combustible para
logra quedarse en drbita.

Asi que, una nave con energia total inicial de valores entre
-0.03 y -0.02 lograran que la nave pase muy cerca de la luna
y que regrese cerca de la tierra. Un andlisis detallado de la
velocidad inicial y el &ngulo con el que es lanzada la nave nos
dara las distintas trayectorias posibles. Ciertas trayectorias
muestran que es posible estar cerca de la luna y la tierra, no en

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 16, No. 3, Sept., 2022
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orbita, pero cerca, y tener la posibilidad de maniobrar (jgastar
combustible!) y jalunizar y aterrizar! No es lo deseable
(ideal), pero ayudé a llevar al hombre a la luna.

FIGURA 9. Gréfica de la energia potencial del sistema en un
acercamiento a la tierra.

Finalmente se puede comprobar la precisién del método
numeérico y para ello se revisa la conservacion de la energia
total, la cual viene anexada en los codigos. En la expresion
para la energia total también debe de considerarse un término

no inercial, —%(5 x )2, que también ignoramos.

Energia potencial

.02

.04

.08

.12

0 20 40 60
FIGURA 10. Energia potencial en un corteeny = 0.

80

Ahora se puede afinar, sistematizar y buscar las trayectorias
mas eficientes, las que se acerquen lo mejor posible a la luna
y a la tierra de regreso, con menor gasto de combustible y
menor tiempo en ir a la luna y regresar a casa. La idea es darle
un empujon a la nave en érbita de la tierra con una velocidad
inicial, un angulo inicial y en una posicion inicial en érbita de
la tierra, y estudiar las trayectorias via el comportamiento de
la energia. jCuatro pardmetros para variar son bastantes!, pero
no es imposible con la capacidad y técnicas de cémputo
presentes. Se anexan los programas para el andlisis de las
trayectorias en Anexos A, B 'y C. En los Anexos Ay B se
presentan las ecuaciones discretizadas y los cdédigos
desarrollados en Fortran90 para ambos casos (dos y tres
cuerpos) en precision doble, esto es, aritmética con 16 digitos,
por ultimo, en el Anexo C se muestra el codigo escrito en
Mathematica para la resolucion del problema de tres cuerpos.

http://www.lajpe.org
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III. CONCLUSIONES

Se puede concluir, que entendemos mejor las trayectorias de
un viaje a la luna y de regreso, asi como sus cambios.
Estudiando con muy buena precision el comportamiento de la
energia mecanica se analizo el problema de dos y tres cuerpos
numéricamente. La complicacion de incluir en el analisis, el
movimiento de la luna no invalida ni disminuye la calidad de
las predicciones. Una conclusion relevante de este ejemplo
nos muestra que, para orbitar la luna y a la tierra sin gasto de
combustible no es posible. Existen una ventana en energia
cinética muy angosta para lograrlo, pero se requiere gastar
combustible, lo que hace este estudio interesante Yy
aleccionador. En este trabajo se mostr6 que, con herramientas
de computo no caras ni complicadas, y con una buena
formacion de métodos numéricos a nivel de una licenciatura,
es posible responder preguntas interesantes en problemas de
fisica e ingenieria. Esto puede extenderse a una gran cantidad
de problemas complejos y realistas, de interés en muchos
campos de la ciencias basicas y aplicadas e ingenieria.
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ANEXO A
Cédigo Fortran90 (problema dos cuerpos)

program kepler
nombre.
implicit none IHace que ninguna variable tenga una
declaracion especifica.

lnicio de programa y asignacion de

real*8 v0,t,x0,y0,masa,dt,gm
real*8 ax,ay,ek,ep
real*8 vOx,v0y,v
real*8 pi,theta0,rad,et
integer i,n

IDeclaracion de variables.

open(7,file="trayectoria y velocidad.dat") !Creacion de
unidades y archivos.
open(9,file=energias.dat™)

write(6,*)"Introduzca los datos:"

write(6,*)""

write(6,*)"x0,y0, Vel.inicial, Angulo.vel.ini, Tiempo vuelo,
Deltat" !Pide al usuario los datos.
read(5,*)x0,y0,v0,theta0,t,dt !Lee lo que el usuario ha
escrito y lo asigna a la variable.

pi=dacos(-1.0d0)
valor de pi.
masa=1.0e0
n=nint(t/dt) IPara tener el nimero de pasos.
rad=sqrt(x0**2+y0**2) IRadio inicial.
thetaO=theta0*pi/180.0e0  !Calculo de angulo en radianes.
gm=(4*pi**2) IConstante para adimensionalizar.

IUna forma mas precisa de asignar el

vOx=v0*dcos(theta0)
vOy=v0*dsin(theta0)
velocidades.

V= sqrt(vOx**2+v0y**2)

IComponente iniciales de las
IMagnitud de la velocidad.

ek=0.5*masa*v**2
ep=-gm*masa/rad
et= ek+ep
write(9,*)0,ek,ep,et

IEnergia cinética.
IEnergia potencial.
IEnergia inicial total.

ax=-gm*x0/rad**3 1Analizando el movimiento.

ay=-gm*y0/rad**3
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doi=1,n IComienza un ciclo desde uno hasta n.
vOXx=vOx+ax*dt/2 IMétodo de Verlet.
vOy=vOy+ay*dt/2

X0=x0+vOx*dt
y0=y0+vOy*dt

rad=sqrt(x0**2+y0**2)

ax=-gm*x0/rad**3
ay=-gm*y0/rad**3

vOx=vOx+ax*dt/2
vOy=v0y+ay*dt/2

v=sqrt(vOx**2+v0y**2)  IMagnitud de la velocidad.

ek=0.5*masa*v**2 IEnergia cinética.
ep=-gm*masa/rad IEnergia potencial.
et= ek+ep 1Energia total.

write(7,*) x0,y0, vOx,v0y

write(9,*)i*dt,ek,ep,et Escribe en los documentos los
resultados.

end do ITermina el ciclo.

write(6,*)"Archivos generados:"
write(6,*)" trayectoria y velocidad.dat, energiasdat” !Para
recordar los archivos generados.

stop IAlto para todo proceso.
end program kepler IFin del programa.

ANEXO B
Caddigo Fortran90 (problema tres cuerpos)

program kepler !lnicio de programa y asignacion de
nombre.

implicit none IHace que ninguna variable tenga una
declaracion especifica.

real*8 v0,t,x0,y0,masa,dt,gm

real*8 ax,ay,ek,ep

real*8 vOx,v0y,v !Declaracién de variables.
real*8 pi,theta0,rad,et

integer i,n

open(7,file="trayectoria y velocidad.dat") !Creacion de
unidades y archivos.
open(9,file=energias.dat™)

write(6,*)"Introduzca los datos:"

write(6,*)""
write(6,*)"x0,y0, Vel.inicial, Angulo.vel.ini, Tiempo vuelo,
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Delta t" IPide al usuario los datos.
read(5,*)x0,y0,v0,theta0,t,dt !Lee lo que el usuario ha
escrito y lo asigna a la variable.

pi=dacos(-1.0d0) 'Una forma mas precisa de asignar el valor
de pi.

masa=1.0e0

n=nint(t/dt) IPara tener el nimero de pasos.
rad=sqrt(x0**2+y0**2) IRadio inicial.
thetaO=theta0*pi/180.0e0  !Calculo de angulo en radianes.
gm=(4*pi**2) IConstante para adimensionalizar.

vOx=v0*dcos(theta0)
vOy=v0*dsin(theta0)
velocidades.

v=sqrt(vOx**2+v0y**2)  !Magnitud de la velocidad.

IComponente iniciales de las

ek=0.5*masa*v**2 IEnergia cinética.
ep=-gm*masa/rad IEnergia potencial.
et= ek+ep IEnergia inicial total.
write(9,*)0,ek,ep,et
ax=-gm*x0/rad**3 1Analizando el movimiento.
ay=-gm*y0/rad**3

doi=1,n IComienza un ciclo desde uno hasta n.

vOX=vOx+ax*dt/2 IMétodo de Verlet.

vOy=v0Oy+ay*dt/2

X0=x0+vOx*dt
y0=y0+vOy*dt

rad=sqrt(x0**2+y0**2)

ax=-gm*x0/rad**3
ay=-gm*y0/rad**3

vOX=vOx+ax*dt/2
vOy=v0y+ay*dt/2

v=sqrt(vOx**2+v0y**2)  IMagnitud de la velocidad.

ek=0.5*masa*v**2 IEnergia cinética.
ep=-gm*masa/rad IEnergia potencial.
et= ek+ep IEnergia total.

write(7,*) x0,y0, vOx,v0y

write(9,*)i*dt,ek,ep,et !Escribe en los documentos los
resultados.

end do ITermina el ciclo.

write(6,*)"Archivos generados:"

write(6,*)" trayectoria y velocidad.dat, energiasdat" !Para
recordar los archivos generados.
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stop IAlto para todo proceso.
end program kepler IFin del programa.

ANEXO C
Cddigo Mathematica(érbitas relativistas)

ClearAll["Global *"]
eqn := u"[6] + u[@] -
Ua-6ueD2==0
% Consideremos el caso no relativista i.e., 8=0.

DSolve[{u"[0] + u[0] — % == 0,u'[0] == 0,u[0] =

_1+€ p
=— 0]

%Resuelve la ecuacion de la érbita no relativista con las

condiciones iniciales u(0)=(1+€)/a, u’(0)=0.
DSolve[{u"[6] + u[0] — 1 == 0,u'[0] == 0,u[0] =
=1+ .5},u,0]

%Resuelve la ecuacion de la érbita no relativista con las
condiciones iniciales u(0)=(1+€)/a, u’(0)=0, para los valores
a=1,e=0.5.
PolarPlot[{Evaluate[(1/u[68])/.s]},{0,0, (6 + .3)Pi}]
%Grafica polar de las orbitas no relativista.
%Ahora consideremos el caso relativista con los valores o =1,
e = 0.5, 6=0.03.
sr = NDSolve[{ur"[60] + ur[6] — 1 — .03 (ur[0]2)"2 =
= 0,ur’'[0] == 0,ur[0] =
=1+ .5},ur,{6,0,16Pi}]
%Resuelve la ecuacion de la 6rbita relativista con las
condiciones iniciales u(0)=(1+€)/a, u’(0)=0, para los valores
a=1,e=0.5 0=0.03.
PolarPlot[{Evaluate[(1/ur[68])/.sr]}, {6, 0, (6 + .3)Pi}]
%Graéfica polar de las orbitas relativista.

PolarPlot[{Evaluate[(1/u[8])
/.s], Evaluate[(1/ur[6])
/.sr]},{6,0,6.5Pi}]
%Grafica polar de las orbitas no relativista y relativista.
Plot [{ Evaluate[(1/u[8]) /. 5],
Evaluate[(1/ur[0]) /. sr1}, { 9, O, 6.5 Pi},
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Ticks -> {{2 Pi, 4 Pi, 6 Pi}, {0, 1, 2}}, AxesOrigin ->
{0, 0.5}]

%Grafica r(0) no relativista y relativista.
ANEXO D
Cddigo Mathematica(problema tres cuerpos)

Clear[xsol, ysol]

{xsol, ysol}=NDSolveValue[{(x[t]*2+y[t]*2)"(3/2) ((x[t]-
60.32)"2+y[t]"2)"(3/2) 81.26x"[t]

+81.26((X[t] -60.32)"2+y[t]"2)N(3/2)X[t]+(X[t]-
60.32)(x[t]*2+y[t]*2)"(3/2)==0,

(X[t] 2+y[t]*2)M(3/2)((x[t]-60.32)"2+y[t]*2)"(3/2)81.26
y"[t]+81.26((x[t]-

60.32)"2y[t]"2)"(3/2)y[t]+(y[t]) (X[t"2+y[t]2)"(3/2) ==0,
X[0]==0,x"[0]== 1.39 Cos[5.55],y[0] ==-1.0157,
y'[0]==1.39Sin[5.55]},{x,y}.{t,0,800},AccuracyGoal-
>12,PrecisionGoal->12];

%Resuelve las ecuaciones del problema de Kepler con las
condiciones iniciales.

pl = Graphics[{Red, Disk[], Red, Disk[{60.32, 0}, 0.2731}];
p2 = ParametricPlot[{xsol[t], ysol[t]},
{t,0,800.},AspectRatio->3/10]; Show[pl, p2]

%Grafica los puntos representativos de la tierra y de la luna

toten[t_]:=1/2(xsol'[t]*2 + ysol'[t]"2)
+-1/(81.26Sqrt[(xsol[t]- 60.32)"2 + ysol[t]*2]) + -
1/Sqgrt[(xsol[t])"2 + ysol[t]"2]

Plot[toten[t], {t, 0, 800}]

9%Calculo de la energia y su grafica correspondiente.
%El calculo del potencial y su grafica es:

V[x_,y_]:=-1/(81.26 Sqrt[(x-60.32)"2 + y"2]) +-
1/Sqrt[(x)"2 + y*2]

Plot3D[V[X, y], {x,-1.,62}, {y,-.5,.5}, PlotPoints -> 100]
Plot3D[V[x, yl, {x, -.5, 96}, {y, -37.5, 37.5}, PlotPoints ->
100]

Plot[V[X, 0], {X, -.5, 96}]
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