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Resumen

Se presenta una propuesta didactica consistente en dos aplicaciones creadas con el software libre Geogebra las cuales
estan disefiadas para ser auxiliares en clase para la ensefianza y aprendizaje del movimiento relativo clasico ensefiado
en cursos de fisica general universitaria. Las aplicaciones permiten realizar mediciones en pantalla para que el estudiante
pueda asimilar en mejor forma los conceptos haciendo comparaciones entre las mediciones de dos observadores en
movimiento relativo entre si, asi como realizar diversos calculos vectoriales y escalares elementales, lo que permitira al
estudiante adquirir mayor confianza y destreza matematica, asi como intuicion fisica sobre el tema. Las aplicaciones
también permiten la visualizacion a cada instante de los diferentes vectores de posicion, asi como de las trayectorias
observadas por los distintos observadores involucrados, lo cual ayuda al estudiante a una comprension mas profunda del
tema.

Palabras clave: Movimiento relativo, Mecanica Clasica, Ensefianza de la Fisica, Transformaciones galileanas de
velocidad, Marcos de referencia inercial, Geogebra.

Abstract

A didactic proposal is presented consisting of two applications created with the free software Geogebra, which are
designed to be used as classroom aids for the teaching and learning of classical relative motion taught in general
university physics courses. The applications allow to perform measurements on screen so that the student can better
assimilate the concepts by making comparisons between the measurements of two observers in relative motion to each
other, as well as perform various vector and elementary scalar calculations, which will allow the student to acquire
greater confidence and mathematical skill as well as physical intuition on the subject. The applications also allow the
visualization at each instant of the different position vectors, as well as the trajectories observed by the different observers
involved, which helps the student to a deeper understanding of the subject.

Keywords: Relative motion, Classical Mechanics, Geogebra.

I. INTRODUCCION

Uno de los problemas de la fisica general que representa un
gran reto conceptual y analitico para los estudiantes es aquel
que involucra movimiento relativo clasico entre dos
observadores y la descripcidon que hace cada uno sobre el
movimiento de una particula [1].

No es de extrafar tal dificultad ya que estamos
acostumbrados, de manera inconsciente, a pensar que el
movimiento es absoluto lo que hace que muchas personas
crean que todos observan siempre lo mismo. Basta recordar
sustancias como el éter, medio que se postuld era el marco de
referencia absoluto a través del cual todo se movia en el
universo, a pesar de poseer propiedades extrafias como ser
perfectamente rigido y sin embargo no poder ser detectado
[1].

Otra razon por la que el movimiento relativo se convierte
en un tema de gran dificultad para los estudiantes es que
involucra el uso de vectores, los cuales en muchos casos no
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son completamente comprendidos por los estudiantes, tanto
en su significado geométrico como en su manipuleo
algebraico, aun en los casos mas elementales. Es frecuente
observar que en muchas ocasiones los estudiantes tienen
dificultades en diferenciar cantidades que son escalares de
aquellas que son vectoriales y atin mas en realizar operaciones
elementales que involucren cantidades vectoriales o
representar correctamente en forma vectorial cantidades que
lo sean.

Igualmente, para los profesores resulta un tema dificil de
explicar ya que, al tratarse de un tema sobre movimiento,
sabemos que cualquier montaje experimental que quiera
montarse en clase, aiin para uno de movimiento rectilineo
uniforme, puede resultar una tarea complicada, o peor aun, no
contar con equipo adecuado para usar en clase o en el
laboratorio.

Y en el caso del movimiento relativo, las dificultades son
mayores si se quiere hacer alglin tipo de mediciones en clase.
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En este documento se propone la utilizacion del software
libre Geogebra Clasico 5 [2] como una herramienta
computacional a emplear en clase para ayudar a los
estudiantes en el proceso de comprension y visualizacion del
movimiento relativo clasico, tanto en su parte conceptual
como analitica. La propuesta consiste en dos simulaciones
creadas en Geogebra las cuales, bajo la guia del profesor en
clase, pueden contribuir significativamente a que el estudiante
asimile y comprenda mejor el tema de movimiento relativo.
Adicionalmente, las simulaciones permiten  hacer
“mediciones” a partir de las cuales el estudiante puede lograr
una mejor comprension del tema.

Este documento se ha divido de la siguiente forma: En la
Seccion 2 se presentan los fundamentos tedricos del
movimiento relativo clasico y las transformaciones galileanas
de velocidad. En la seccidon 3 se presenta una breve
descripcion del Software Geogebra mientras que en la seccion
4 se muestran y describen las dos simulaciones creadas en
Geogebra para la ensefianza del movimiento relativo clasico y
se proponen, a manera de ejemplo, algunas actividades a
realizar en clase con los estudiantes. Finalmente se presentan
las conclusiones al presente trabajo.

Il. MARCO TEORICO

Considérense dos observadores O y O’, cada uno de los cuales
estd unido a un sistema de coordenadas cartesianas
bidimensional, con sus ejes xy e x’y’ paralelos entre si. Se
restringira a la situacion en la cual la velocidad relativa entre
O y O’ es constante, aunque la particula p que estan
observando puede estar moviéndose de manera acelerada [1].

En la Figura 1 se muestra, para un instante arbitrario ¢, los
dos observadores y la posicion, respecto de cada uno de ellos,
de la particula p, asi como la posicién del origen del sistema
de coordenadas O’ respecto del sistema de coordenadas O. En

la notacion de la figura, se tiene que R, es la posicion de la

particula p respecto del observador O, Ry, es la posicion de
la particula p respecto del observador O’ y, finalmente, el

vector m es la posicion del sistema de referencia del
observador O’ respecto del observador O.

En donde se ha hecho uso de la propiedad conmutativa de
la suma para que, como recurso nemotécnico, el estudiante al
observar la posicion de los subindices recuerde que la posicion
de la particula p respecto del observador O es igual a la
posicion de la particula p respecto del observador O’ mas la
posicion del observador O’ respecto del observador O.

Al derivar la Ecuacién (1) respecto del tiempo se obtiene

la denominada formula galileana de la ley de transformacion
de velocidades:
La Ecuacion (2) indica que la velocidad de la particula p
respecto del observador O es igual a la suma de la velocidad
de la particula p respecto del observador O’ mas la velocidad
relativa del observador O’ respecto del observador O.
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FIGURA 1. Los observadores localizados en O y O’ determinan la
posicion de la particula p mediante los vectores RT,O y E,
respectivamente. La posicion del observador O’ respecto del
observador O esta dada por el vector m De la figura se deduce
facilmente la relacion existente entre los tres vectores, tal como se
indica en la Ecuacion 1.

De la Figura 1 se deduce que

E——

Rpo = Rpor + Rovo,

(1)

Up

)
Aungue la ley de transformacién galileana de velocidades (2)
fue obtenida aqui para el caso de movimiento en dos
dimensiones, es igualmente valida para el caso de movimiento
en tres dimensiones.

Es importante recalcar el hecho que en este documento no
se estd considerando el caso de movimiento a rapideces
cercanas a la de la luz, es decir, se esta considerando
Unicamente el caso de movimiento relativo clasico.

o = Vpo' T Voo

I1l. BREVE DESCRIPCION DEL SOFTWARE
LIBRE GEOGEBRA

Tal como se detalla en el sitio oficial del Software [2]
Geogebra es un software libre que puede ser utilizado desde
nivel primaria hasta nivel universitario e integra geometria,
algebra, graficadora, hoja de calculo, estadistica y calculo en
unsolo motor. La facilidad con la que pueden crearse diversas
aplicaciones lo convierte en una herramienta de computo ideal
para estudiantes y profesores con poco o hingin conocimiento
sobre programacion ya que, en muchos casos, basta con unos
simples clics para crear material de uso didactico para ensefiar
temas como fracciones, teorema de Pitagoras e incluso
mecanismos como los estudiados en un curso de Dinamica
para Ingenieros o ain simulaciones de experimentos de fisica
moderna como el efecto fotoeléctrico.

Otro gran atractivo del uso de Geogebra es la gran cantidad
de tutoriales disponibles en YouTube, tanto en espafiol como
en inglés, en los cuales se muestran desde el uso basico del
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software hasta creacion de diversas simulaciones para todos
los niveles de matematica [3]. También Geogebra cuenta con
un repositorio donde uno puede contribuir y compartir sus
propias aplicaciones para que sean empleados, tanto por
estudiantes como por otros profesores [2].

A manera de un sencillo ejemplo de la facilidad de usar
Geogebra suponga que se desea crear el punto (1,2) y
visualizarlo en un sistema de coordenadas. Para crear un punto
para un sistema de coordenadas bidimensional, Geogebra
cuenta con dos opciones:

1) Crearlo desde la denominada entrada, en la que, si por
ejemplo se quiere crear el punto (1,2) basta con escribirlo en
esa misma notacion y presionar la tecla Enter para que lo cree
en la denominada vista grafica, tal como se muestra en la
Figura 2.

2) Seleccionar en el menu de Geogebra el botdn circulado en
la Figura 3y, posteriormente, posicionar el cursor sobre el
punto (1,2) en la denominada vista grafica y luego dar clic con
el raton sobre ese punto. Mayores detalles sobre creacién de
rectas, segmentos de rectas, circunferencias, vectores,
poligonos, etc., pueden encontrarse en tutoriales como el
disponible en [3].

¥ GeoGebra Classic 5
Archivo Edicidn Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A<

a=2

4.5

Aqui se ingresa lag
! coordenadas del punto
que se desea visualizar.

Punto dibujado en Geogebra

iR O Escribe aqui para buscar X @l ¢ 2 O
FIGURA 2. La creacion de objetos en Geogebra se puede hacer
desde la linea de comandos, tal como se ejemplifica en la figura.
Aqui, el punto (1,2) se ingresa en la Entrada de Geogebra, se presiona
la tecla Enter y automaticamente se dibuja el punto en el sistema de
coordenadas. La edicién de color, tamafio, etc. del punto es muy
sencilla, tal como se puede aprender en diversos tutoriales existentes
en lared.
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IV. PROPUESTAS DIDACTICAS CREADAS EN
GEOGEBRA

Como se indicé en la Introduccién de este trabajo, la
descripcion del movimiento de una particula desde dos
marcos de referencia inerciales suele ser un tema dificil de
ensefiar y explicar a los estudiantes, aparte de las razones
explicadas en esa seccidn, por el hecho de que se esta
ensefiando un tema sobre movimiento, utilizando una figura
estética.

{7 GeoBebra Classic 5

Archivo_Bdisign Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

. - 'n) . -
A D ool AN =)
Punto H <
Selecciona ubicacion o recta, funcin o curva Al seleccionar este botgn se pueden
T crear puntos en cualquier parte del
sisterna de coordenadas.

Enrad|

a5

Luego de seleccionar el botén indicado en el mend de arriba
se coloca el ratén en la posicién donde se quiere crear el punto y
25 con un clic del botén del ratén se crea inmediatamente el punto.

58 ° Escribe aqui para buscar s v

FIGURA 3. La creacion de objetos en Geogebra se puede hacer
también seleccionando desde el men el tipo de objeto que se desea
crear y luego colocando el ratén en la posicion donde se desea crear
y posteriormente hace clic con el botén del ratén. Aqui se ilustra la
creacion de un punto en la posicion (1,2).

IV. PROPUESTAS DIDACTICAS CREADAS EN
GEOGEBRA

Como se indic6 en la Introduccion de este trabajo, la
descripcion del movimiento de una particula desde dos
marcos de referencia inerciales suele ser un tema dificil de
ensefiar y explicar a los estudiantes, aparte de las razones
explicadas en esa seccion, por el hecho de que se esta
ensefiando un tema sobre movimiento, utilizando una figura
estatica. En el mejor de los casos se podria dibujar la posicion
inicial y final de la particula, pero ain en ese caso se continta
con el problema de estar ensefiando un tema relacionado con
movimiento y, sin embargo, empleando figuras estaticas.
Para muchos estudiantes es dificil imaginar las
trayectorias que cada uno de los dos observadores verian
desde su respectivo marco de referencia, ain en casos que
pudieran considerarse elementales. Y eso aunado a que se
deben emplear vectores y algebra vectorial para hacer
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calculos, pueden convertir este tema en un serio desafio para
los estudiantes.

Teniendo en mente lo anteriormente expuesto, se han
creado dos aplicaciones en Geogebra. La primera, mostrada
en la Figura 4, muestra dos observadores O y O’ y una
particula p que se mueve. El observador O’ se mueve respecto
del observador O. Para que la aplicacion corra se puede, ya
sea con el raton y mantenido presionado el botén izquierdo
del mismo, mover la barra deslizante de tiempo sefialada en la
figura y detenerla en el momento que se desee, o posicionar el
raton sobre la barra deslizante de tiempo, dar clic con el botén
derecho del ratdn y seleccionar la opcion animacién en el
menU contextual que aparecerd luego de presionar el botén
derecho del raton (ver Figura 5).

Entrana

~ wista Gednca X [ » vistaoranes 2

La simulacién se puede correr y detener
en cualquier momento moviendo esta
barra deslizante

117

Observador O

o
<

SN

Rpo’

FIGURA 4. El lado izquierdo de la figura muestra el movimiento
observado de la particula p respecto del observador O’. En la figura
de la derecha se muestra al observador O’ en movimiento relativo a
al observador O y se indican, en cada instante, los vectores de
posicién de la particula p respecto de los observadores O y O, asi
como la posicion del observador O’ respecto del observador O.
Sobre la cabeza de cada observador se indican las coordenadas de la
posicién de la particula, segin las mide cada uno de ellos en su
respectivo sistema de coordenadas.

En el lado izquierdo de la Figura 4 se muestra la trayectoria
de la particula p que observa O’: Un movimiento desde abajo
(t=0 s) hasta arriba (t=1 s) de la particula p (el circulo rojo).

Mientras tanto, en el lado derecho de la Figura 4 se
muestra al observador O’ en movimiento relativo a O asi
como los vectores que describen la posicion de la particula p
respecto de O’y de O, asi como la posicion de O’ respecto de
0. Aqui el estudiante puede, de una manera sencilla, y
utilizando una figura en movimiento, observar y describir la
trayectoria de la particula p para cada uno de los observadores.
Sobre la cabeza de cada observador se muestran las
coordenadas que cada uno le asigna a la particula, desde su
respectivo marco de referencia.

Con la informacion mostrada en la Figura 4 se pueden
responder preguntas tales como cudl es la posicién de la
particula en un instante dado, segin cada observador, la
velocidad de la particula relativa a cada observador, la
velocidad relativa entre observadores, etc. También la figura
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muestra como, en cada instante, se cumple la relacion
mostrada en la Ecuacién (1) y permite, en un primer ejemplo
elemental, ensefiar al estudiante, en orden creciente de
dificultad, la manera en que se deben realizar las operaciones
vectoriales para obtener los distintos resultados que puedan
ser de interés. Finalmente, en esa misma figura se muestran
dos barras deslizantes (una vertical y otra horizontal), con las
cuales se pueden variar la velocidad de la particula p respecto
del observador O’ asi como la velocidad relativa del
observador O’ respecto del observador O, lo cual permite una
mayor flexibilidad al profesor al momento de explicar el tema
y también poder responder preguntas del tipo “;qué pasa
si...”.

En la Figura 5 se muestra una versién general de la
aplicacién Geogebra mostrada en la Figura 4, solo que ahora
el observador O’ se mueve en una direccion que ya no es
horizontal respecto de O, pero siempre con movimiento a
velocidad constante. Se supone que en este punto el
estudiante puede facilmente ahora visualizar la trayectoria
descrita por la particula p segun el observador O’, por lo que
se ha eliminado del lado izquierdo mostrado en la Figura 4
para mayor simplicidad.

Enlrags

L v

e
ndrmesn
Objclovsible
A Eliuatasibia
anmaen
e
zaluta orpantalla

—
Tambi¢n es posible correr
12| la aplicacién con esta
apeidn.

FIGURA 5. En esta aplicacion el marco de referencia O’ se mueve
siempre con velocidad constante, pero en una direccién que ya no es
horizontal segin O. Se muestra cdmo puede correrse la aplicacion
desde el menl contextual, obtenido al colocar el ratén sobre la barra
deslizante, presionando el boton derecho del raton y seleccionando
la opcion “animacion”. Aligual que con la aplicacion anterior, sobre
las cabezas de los observadores se muestran las coordenadas que
cada quien asigna a la particula p, segin su marco de referencia.

Al igual que con la aplicacién anterior, con esta se pueden
responder preguntas como “jcual es la velocidad de la
particula p respecto de O™, ....” En este caso, no se han
agregado barras deslizantes que permitan variar las distintas
velocidades, aunque hacerlo no representa una gran dificultad.

El profesor puede, entre otras actividades, detener el
programa en cualquier momento que considere oportuno y
pedir a los estudiantes que, por ejemplo, proporcionen las
componentes vectoriales de los distintos vectores mostrados y
que verifiquen que se cumple la Ecuacién (1). La actividad
anterior permitira, entre otras cosas, evaluar la comprension
que tienen los estudiantes sobre el uso de los vectores
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unitarios para representar vectores, asi como si son capaces de
realizar operaciones elementales del algebra vectorial.

Ambos archivos pueden ser descargados y modificados
libremente a conveniencia desde [4, 5].

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se han propuesto dos aplicaciones creadas con
el software libre Geogebra. Ambas aplicaciones han sido
disefiadas como auxiliares para usar en clase y con las cuales
se pueda discutir el problema de describir el movimiento de
una particula desde dos marcos de referencia inerciales con
movimiento relativo clésico entre si.

En la primera aplicacion se estudia el movimiento de una
particula que describe una trayectoria vertical hacia arriba
segun el observador O’, mientras que segln el observador O,
respecto del cual se mueve O’, describe una trayectoria
rectilinea inclinada. Las barras deslizantes de ese archivo
permiten variar velocidades relativas y responder preguntas
del tipo “;qué pasa si...”. El observador O’ se mueve a lo
largo del eje x del observador O. El movimiento de O’
respecto de O es con velocidad constante.

El segundo archivo es la generalizacién del primero,
permitiendo que ahora que el observador O’ se mueva con
velocidad constante en una direccion que forma un cierto
angulo con respecto al eje x del observador O.

Gracias a estas nuevas tecnologias es posible ahora
estudiar temas como el movimiento relativo, movimiento
rectilineo uniforme, movimiento parabolico, etc., utilizando
figuras que muestran trayectorias y con las cuales se pueda
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interaccionar, hacer comparaciones facilmente asi como hacer
preguntas del tipo “;qué pasa si...”, obteniendo
retroalimentacion inmediata, en lugar de usar figuras estaticas
en las cuales se apela a la intuicion del estudiante para que
“deduzca y comprenda” como es el movimiento descrito por
distintas particulas segun cada observador.

Es clara la importancia que cada vez estd tomando el
empleo de nuevas tecnologias en el proceso de ensefianza-
aprendizaje y, debido a que muchas veces no es posible para
estudiantes y profesores de nuestros paises el adquirir
software pagado el cual esta disefiado especificamente para la
enseflanza de la fisica, la existencia de software libre como
Geogebra, aunado a la gran cantidad de material creado y
disponible en plataformas como YouTube, tanto para la
ensefianza del uso del software mismo como de aplicaciones
creados en €l, hacen de este un recurso invaluable para la
enseflanza y aprendizaje en nuestros paises latinoamericanos.
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